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Capitulo 1

Introduccién a la computacion cuantica

I feel that a deep understanding of why quantum algorithms work is still lac-
king. Surely the power of quantum computers has something to do with entan-
glement, quantum parallelism, and the vastness of Hilbert space, but I think
that it should be possible to pinpoint more precisely the true essence of the
matter. John Preskill [1998]

1.1. Introduccion

La computacién cuéntica, una rama de las ciencias de la computacion tedrica, tiene su
origen en la fisica, y méas precisamente en el fisico estadounidense Richard Feynman,
quien en 1981 dedicé una charla en el Massachusetts Institute of Technology (MIT) al
problema de la simulacién de la fisica cuantica con computadoras clasicas. Sus ya célebres
palabras finales resumen su frustracion de ese entonces:

And I'm not happy with all the analyses that go with just the classical theory,
because nature isn’t classical, dammit, and if you want to make a simulation of
nature, you’d better make it quantum mechanical, and by golly it’s a wonderful
problem, because it doesn’t look so easy. Thank you.

(ver, por ejemplo, [Brown, 2001, pp.100])

Esta provocacion, lejos de plantear soluciones, abrié las puertas a interrogantes nunca
antes concebidos. ;Qué ganancia se lograria si las computadoras fuesen regidas por las
leyes de la mecénica cuantica? Fueron los algoritmos de Grover [1996] y Shor [1997] los
cuales despertaron el gran interés desde las ciencias de la computacién en este nuevo
paradigma. El primero es un algoritmo de biisqueda sobre registros desordenados, el cual
provee una ganancia cuadratica de complejidad temporal frente a cualquier algoritmo
clasico conocido. El segundo es un algoritmo para la factorizaciéon de ntimeros, con una
ganancia exponencial.

Actualmente existen muchas areas de investigacion dentro de la computacién cuéntica.
Por ejemplo, desde un punto de vista préctico se plantea el problema de construir el
hardware de una computadora cuantica. Desde sus origenes, en las palabras de Feinmann,
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la idea es que un algoritmo cuantico sea una simulacién cuantica en hardware que se
comporta de acuerdo a las leyes de la fisica cuantica. Es decir que un experimento cuantico
en un laboratorio, puede considerarse como un algoritmo. O dicho de otro modo: podemos
describir el comportamiento de un sistema cuantico a través de un algoritmo. La pregunta
es, jpodemos realizar el experimento cuantico que describe un algoritmo dado? Alli es
donde se manifiesta el desafio técnico.

Otra area es la de desarrollar algoritmos que obtengan una ganancia con respecto a su
contraparte clasica. En general los algoritmos de Grover y Shor mencionados anterior-
mente se consideran como los ejemplos candnicos de aceleracion obtenida gracias a la
computacion cuantica. Muchos otros algoritmos cuanticos son derivados de ellos. La pre-
gunta aqui es jqué otros algoritmos podemos obtener que nos den una ganancia respecto
a los algoritmos clasicos?

Otra rama de investigacion es la del diseno de lenguajes de programacion que permitan
expresar los algoritmos cuanticos de una manera amigable, y quiza permitiendo descubrir
nuevos algoritmos al tener una herramienta de alto nivel para pensarlos.

Desde un punto de vista mas fundamental, y como lo expresara Preskill en la cita que
abre este capitulo, los fundamentos logicos detras de la computacion cuantica, siguen
siendo un misterio. Si bien existe una logica cuantica [Birkhoff y von Neumann, 1936/,
ésta fue propuesta muchos anos antes de la computacion cuantica, por lo que encontrar la
correspondencia entre computacion y logica cuantica no es trivial. Esta area tiene muchas
subareas con metodologias diferentes. En particular, el estudio de semantica de lenguajes
de programacion sigue este objetivo. En este caso no se persigue el estudio del lenguaje
en si mismo, sino que el objetivo es el estudio de la logica subyacente. Estudiar la logica
detras de la computacion cuantica implica estudiar la logica detras de la fisica cuéntica,
lo cual puede tener influencia en el desarrollo de nuevas teorias sobre el mundo que nos
rodea.

En este curso nos interesan los dos tltimos aspectos: lenguajes de programacion que
permitan expresar el computo cuantico de una manera estructurada y amigable, y el
estudio de propiedades de lenguajes que nos acerquen hacia una légica computacional de
la fisica cuéntica.

Estructura del curso y de estos apuntes FEl curso dura una semana, con 3hs dia-
rias. Cada dia se trabajara en un capitulo diferente. Cada capitulo tiene ejercicios al final,
que quedan para el estudiante (no necesariamente para realizar durante el cursado, ya
que no habra suficiente tiempo). El primer dia se dard una primera introducciéon a la
computacion cuantica. Esta es una introduccién de sélo 3 horas, para una introduccion
mas extensa, se recomienda el libro de Nielsen y Chuang [2010]. Este dia desarrollaremos
los rudimentos bésicos de la computacion cuantica, desde un enfoque puramente matema-
tico (en contraposicion con el enfoque fisico). El segundo dia explicaremos algunos de los
algoritmos mas conocidos y una aplicacion a la criptografia. El tercer dia estudiaremos
los postulados de la mecanica cuantica, desarrollados en el Capitulo 3, desde un punto de
vista maés fisico, relacionandolo con el formalismo aprendido. El cuarto dia estudiaremos
el célculo lambda tipado a través de una extension del mismo: PCF; y el isomorfismo de
Curry-Howard. Finalmente, en el quinto y altimo dia, estudiaremos extensiones cuanticas
al calculo lambda, en el paradigma de control clésico y datos cuanticos y en el paradigma
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de control y datos cuanticos.

Este apunte es extremadamente mas extenso de lo que se podria ver en una semana. Esto
es intencional para que el material quede para el estudiante que quiera profundizar. El
ultimo capitulo no contiene ejercicios, ya que describe algunos papers recientes.

1.2. Preliminares: un poco de algebra

1.2.1. Espacio de Hilbert

TL;DR C" con la suma (+) y el producto () usuales, y el producto escalar definido

por
n

(U, W) = ((v1,v2,...,0,), (W1, Wwa, ..., wy,)) = Zv;‘ - w;

i=1
donde v* es el complejo conjugado de v, es un espacio de Hilbert.

En el resto de la seccion se define formalmente qué es un espacio de Hilbert.

Definicion 1.1 (Producto escalar). Sea F un espacio vectorial sobre el cuerpo K (R
o C). Un producto escalar (también llamado producto interno) definido sobre E es una
funcion (,) : F x E'— K que verifica las siguientes propiedades.

Para todo w,v,w € E, a,b € K, se cumple:

{ EZ{ gi i 8 o= (Definida positiva)
(W, atl + b0) = a{w, @) + b(w, V) (Lineal por derecha)
(at + b, Wy = a* (U, W) + b* (v, W) (Antilineal por izquierda)
(u,v) = (v, u)" (Hermitica)

Definicion 1.2 (Espacio pre-Hilbert). Un espacio pre-Hilbert es un espacio vectorial
sobre K con producto escalar.

Observacion. Todo espacio pre-Hilbert es un espacio vectorial normado con la norma

Definicion 1.3 (Sucesion de Cauchy). Sea v}, una sucesion de vectores del espacio E.
Si ||U, — || = 0 cuando n, m — oo, entonces la sucesion 7, es una sucesion de Cauchy.
(Esto quiere decir que puedo hacer distar entre si los términos tan poco como quiera).

Observacion. Toda sucesion convergente es de Cauchy, pero no toda sucesion de Cauchy
es convergente.

Definicién 1.4 (Espacio completo). E es completo para la norma || - ||, si y sélo si toda
sucesion de Cauchy converge con esa norma.

Definicién 1.5 (Espacio de Hilbert). Un espacio pre-Hilbert completo en su norma se
denomina espacio de Hilbert.
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1.2.2. Productos tensoriales

En esta seccion consideramos espacios vectoriales equipados con una base canoénica.

Definicién 1.6 (Producto tensorial). Sean F y F' dos espacios vectoriales con bases
canénicas B = {b; | i € I} y C = {¢ | j € J} respectivamente. El producto tensorial
E®F de E y F es el espacio vectorial de base candnica {b ®c;lielyje J}, donde
b ® ¢; es el par ordenado formado por el vector b y el vector ¢;. La operacién & se
extiende a vectores de E y F' bilinearmente:

(Z aib) ® (Z B;¢;) = Z (b ® &)

Definicién 1.7 (Producto cartesiano entre dos subconjuntos de espacios vectoriales).
Sean E y F dos espacios vectoriales equipados con bases B 'y C, y sean S y T dos
subconjuntos de E y F' respectivamente. Definimos el conjunto S x T, subconjunto del
espacio vectorial £ ® F', de la siguiente manera:

SxT={uv|ueS,veT}

Observacion. E X F # E ® F Por ejemplo si B = F (Cz, con base canodnica {z ]}
entonces E x F contiene a i ® 1 y aj®j, pero no a i1 +j ® j que no es producto de
dos vectores de C2.

Definicién 1.8 (Generador). Sea E un espacio vectorial equipado con una base B, y
S C E. Escribimos G(S) al espacio vectorial sobre C generado por S, es decir, que
contiene todas las combinaciones lineales de elementos de S.

Observacion. Si E y F son dos espacios vectoriales con bases B y C' respectivamente,
entonces

E®F=G(BxC)=G(E xF)

La operaciéon ® introducida genéricamente en la Definicion 1.6, puede ser definida més
precisamente para matrices (y vectores, tomando matrices columna o fila) de la siguiente
manera.

Definicién 1.9 (Producto tensorial entre matrices). El producto tensorial de dos matri-
ces, Py @) se define como la matriz

i@ ... pm@
P®Q= : :

Ejemplos 1.10.

156256 5 6 10 12
(1 2)@(5 6)_ 7 8 7 8 |7 8 14 16

3 4 7 8 356456_15182024
78 78 21 24 28 32



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA COMPUTACION CUANTICA 11

00 (][

Observacion. El producto escalar, o producto interno, entre dos vectores nos da un nu-
mero. El producto tensorial, o producto externo, entre dos vectores nos da un vector de
mayor dimension.

Como se dijo anteriormente, £ X F' # E ® F, y por lo tanto:

Existen vectores de ¥ ® F' que no son producto
tensorial entre uno de £ y uno de F'

Ejemplo 1.11. Consideremos el espacio C?> @ C2. Una base de C? es {((1)) , (é)} Por lo

tanto

C? ® C* = Gen( )=C*

— o O O
= o O
O O O

0
1

Y 0 )
0

e}

Tomemos 7 = («, 0,0, 3)T, con «, 3 # 0. Es facil verificar que ¥ € C*. Sin embargo, no
existen Uy, U € C? tal que 7 = ¥, ® 0s.

Demostracion. Supongamos que existen v y v tales que v} ® o = ¥, entonces

ac « ac = «
a ® c\ |ad] O N ad =0
b d) |bc| |O bc =0
bd 6] bd = pf
pero este es un sistema que no tiene solucion. ]

1.2.3. Notacion bra—ket

Notacion introducida por Paul Dirac [1939] para describir estados cuanticos.

1.2.3.1. Notacion bra y ket para vectores

En lugar de escribir los vectores como ¥ la notacion ket usa |v).
En particular definimos:

Por lo tanto, cualquier vector de C? puede escribirse como

BRIGRIEE
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Podemos, por ejemplo, definir vectores como los siguientes

_ L (v oLz 7
+) \/5(|0>+|1>) (k) =) ﬂ(|0> 1) (_%>

y como estos son dos vectores ortogonales (por ende, forman una base), ahora es posible
también escribir cualquier vector de C? como combinacion lineal de |+) y |—).
Por ejemplo:

V2 V2

Observacion. Al menos que se indique lo contrario, en el resto del apunte consideraremos
. . . ., n
el espacio complejo de dimension N = 27, CV = C?".

(5) =l0+ 811) = s(a+ B+ + st 5)1-)

Definicién 1.12 (Bra y Ket). Llamamos ket a un vector de la forma

aq

) =

an

y bra a un vector de la forma
W =(a7,...,ay)

donde a; € C y a; denota el conjugado de ;.

Observaciones.

» Haciendo un abuso de notaciéon, podemos escribir vectores como el siguiente:
|1ty + athe) = au|in) + anfths)

= A partir la definicién de bras y kets, llamamos “braket” al producto escalar:

b
(Wlg) =(of,...;ay) | ¢ [ =a€C
B
= Recordatorio de algebra: Una base ortonormal de un espacio vectorial normado es
una base donde todos los vectores tienen norma 1. Ademés, en una base, todos los

vectores son ortogonales entre si (es decir, el producto escalar entre ellos es 0). Por
lo tanto:

Dado un conjunto B = {|u),...,|uy)}, B es una base ortonormal de CV si y sélo
si para todo 4, j tenemos (u;|u;) = d;;, donde d;; es la delta de Kronecker (igual a
1sii=j,y0en otro caso).

= Entonces, todo Ket |1) se puede expresar como [¢/) = SN | a;]u;).
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= Si tomamos la base canénica de CV, con |u;) el vector i-ésimo de dicha base, pode-
mos calcular la componente i-ésima de un vector cualquiera de la siguiente manera:

N
(i) = MZ%M = a; (uilu)) =
Jj=1 8is
ij
N
Teorema 1.13. Sea B = {|uy),. .., |ux)} una base ortonormal, entonces » |u;)(u;| = 1.
i=1
Demostracion.
N N N
<Z|ui><ui’> |¥) = <Z|Uz’><uz‘\) (Z aj’“z‘>>
i=1 i=1 j=1
N N N
=) ajluw) (wilug) = aslug) = |) O
i=1 j=1 6'__ =1
)
Observaciones.

N
» Anéalogamente a los kets, todo bra (¢| puede ser descompuesto como (¢| = > b¥ (u;].
i=1

» Podemos ver que b} = (¢|u;) € C ya que

= (4| [Z |Ui><ui|] =) (Olu)w| = b = (¢lu)
=1 i=1

I

Observacion. De aqui en mas, trabajaremos solo con los vectores normalizados de CV (es
decir, vectores cuya norma es 1). Esto es

L=y = (Wly) = (Z@(%I) (ZMU) Z ajai {ului) = Zlail2=

2.7

Es decir, trabajamos con vectores cuya suma de los modulos al cuadrado de sus compo-
nentes es 1.

1.2.3.2. Notacién bra y ket para matrices

Para toda matriz cuadrada de dimension N a coeficientes complejos A, tenemos la si-
guiente representacion:

N N |vect0r>
A= Z i) (i | A Z |uj) (uy] ’uz (wil A|u] (uj| = ZZO@AUZ (uy
i=1 j=1 =1 j=1 =1 =l
—_—

I I
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donde «;; es la componente ¢j de la matriz.
Con esta representacion, podemos representar el producto de una matriz por un vector
de la siguiente manera:

i=1 j=1 k=1
N N N N
= cyarfui) (ulun) = Y Y ajalu)
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1

Es decir, las componentes del vector A|y) son b; = Zjvjl Q;ia;.

1.3. Bits cuanticos y operadores

1.3.1. Primera intuiciéon

En computacion clasica la unidad minima de informacion es el bit, el cual puede estar en
un estado 0 o 1. Leer un bit es una operacion que no conlleva ninguna particularidad. En
contraposicion, un bit cuédntico o qubit puede estar en un estado que sea una superposicion
de los estados 0 y 1. Un qubit es un vector de C?, por lo tanto lo podemos representar
como «|0) + SB|1), lo cual representa el estado que es 0 y en 1 a la vez. Leer un qubit en
cambio se produce a través de una operacion llamada medicion, y al medir un qubit, éste
colapsa, cambia su estado (dependiendo de la medicién puede cambiar por ejemplo a |0)
o |1), pero también podria usarse otro operador de medicion que lo colapse a otra base).

1.3.2. Bits cuanticos

Definicién 1.14 (Qubit). Un qubit o bit cuantico es un vector normalizado (es decir,
con norma 1) del espacio de Hilbert C2.

Observacion. Considerando la base {]0), [1)} de C?, cualquier qubit puede escribirse como
16) = al0) + BJ1), con af + |8 = 1.

Definicion 1.15 (n-qubits). Un sistema de n-qubits es un vector normalizado del espacio

n
C? = X C2.
i=1
Observaciones.

» En lugar de escribir |0) ® |1) ® - -+ ® |0) escribimos |01...0).

» De la misma manera, en ocasiones, en lugar de |0) ® («a]0) + /|1)) escribimos sim-
plemente |0)(«|0) + 5]1)).

= La base canénica del espacio C*" es {|0...00),[0...01),...,[1...11)}.
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1.3.3. Operadores

Definicién 1.16 (Operador). Un operador de CV es una matriz cuadrada de dimension
N a coeficientes complejos.

Definicién 1.17 (Adjunto). El adjunto de un operador A se nota por A" y se define
como el operador transpuesto y conjugado de A. Es decir, si a;; = (w;|Alu;) son las
componentes de A, las componentes de A' son a; = (u;]Alu;)* = (u;| ATluy).

Propiedades. Sean A y B operadores de CV, a € C y |1)) € CV
= (AT =4 = (ad)t = a" A = (AY] = (P|AT
» (A+B)I = AT + Bf » (AB)" = BT AT

Definicién 1.18 (Proyector). A los operadores de la forma P = |¢)(¢| se les llama
proyectores, ya que proyecta ortogonalmente un ket [1) cualquiera sobre el ket |¢):

Ply) =1¢) (919) = al#)
acC

Ejemplo 1.19. Tomemos la base {|0), 1)}, con |0) = ((1)) y 1) = <(1)> Un vector |v)

cualquiera puede escribirse como |¢)) = a|0) + 5|1). Por lo tanto

1030} = 10){01(e]0) + BI1}) = [0) (e {010) +5 {1]0)) = [0)

1 0
Definicién 1.20 (Operador hermitico). Un operador A es hermitico si A = AT.

Definicién 1.21 (Operador unitario). Un operador U es unitario si UTU = UUT =1, o
lo que es lo mismo UT = UL,

Propiedades. Para cualquier operador U unitario vale:
» U preserva el producto interno: (Up|Urp) = (¢|UTU 1)) = (¢|2))
» U~ ! es unitario.
» Si{|¢1),...,|Yn)} es base ortonormal, entonces {U|¢n), ..., Uly)} también lo es.

Definicion 1.22 (Operador de medicion). Un conjunto de proyectores {Mi, ..., My} se
dice que es un operador de medicion si satisface

k
d MM =1
=1

Definicion 1.23 (Compuertas cuanticas). A los operadores unitarios se les llama com-
puertas cuanticas, como analogia a las compuertas logicas de la computacion clasica, ya
que seran esos los que se utilizan para realizar el computo.
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Observacion. La mayoria de las compuertas cuanticas que usaremos a lo largo del curso
seran ademas de operadores unitarios, hermiticos, por lo que coinciden con su inversa.

Definicién 1.24 (Evolucion). Se dice que un sistema representado por un ket |¢) evo-
luciona al sistema |¢), cuando se realiza una de las siguientes operaciones:

= Se premultiplica por una compuerta cuantica U:
|¢9) = Ulp)

= Se aplica un operador de medicion M = {M, ..., My} de la siguiente manera:

Mily)
(| M My )

para algin 1 < < k

¢) =

La eleccion del M; no se conoce de antemano, slo se conoce la probabilidad para
cada 7, la cual viene dada por la siguiente ley:

p(i) = (Y| MIMi])

Observaciones.

» Usaremos también la notacion |¢) LN |p) o ) M, |¢) para indicar que el ket |¢)
evoluciona al ket |¢).

= Cuando se quiera hacer evolucionar s6lo un qubit de un sistema de n-qubits, digamos
el qubit ¢, se premultiplica tensorialmente ¢ — 1 veces y se postmultiplica n —i — 1
veces la compuerta a aplicar por la matriz identidad. Ejemplo: U aplicada al segundo
qubit de un sistema de 2—qubits, sera la compuerta I ® U.

Ejemplo 1.25. Consideramos el operador medicion de { My, M7} con

M=00i= (g o) dm=wal=(p 1)

Podemos verificar que MOMg + MlM}L = My + M, = I, y por lo tanto es un operador de
medicion.

Sea [1) = «|0) + B|1), entonces, la probabilidad de que el proyector que se aplique sea
My es

p(0) = (Y| M{My|v)
= (a(0] + B*(1]) My (at|0) + B1))

= |af*{0[Mo|0) + o B(0] Mo|1) + 3" (1| Mo|0) + | B]* (1] Mo 1)
!a\2<0l0> (0[0) + "8 {0[0) (0]1) +aB" (1]0) (0]0) +|B]* (1]0) (O[1)
Y Y Y Y Y Y Y Y
=|af?

Anéalogamente, p(1) = <¢|M1TM1|1/J> = =|p]~
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Dado que el vector estd normalizado, p(0) + p(1) = |a* + |8]* = ||¢|| = 1.
Luego de aplicar este operador de medicion, la evoluciéon es la siguiente. Si se aplico el
proyector My, el sistema queda en el siguiente estado:

Vi w|M*Mo|w Rz
Este estado estd normalizado ya que ﬁ } of _ 1,
Analogamente si se aplico M; se obtiene ‘(1; i 5 11).
p

Definicién 1.26 (Compuertas mas comunes y operadores de Pauli). Las compuertas
cuanticas més importantes, por su utilidad en el diseno de algoritmos, son las siguientes:

= La compuerta H de Hadamard:

H|0) = () + 1) I
(loy -y~ donde H‘ﬂ(l —1)

HI1)

Sl

La identidad I:

- 10
1) = 1) donde: [ = (O 1)

La negacion X:

| donde x = (] ()

El cambio de fase Z:

Z10) = 10) o, (1 0
Z) = —1) donde: Z = <0 _1)

» La No-controlada CNOT'"

CNOT|0z) = |0x)

I 0
ONOT|Ley — |1) & x|y donde CNOT_< )

0 X

En particular, las matrices I, X, 1XZ y Z son las llamadas matrices de Pauli en honor
a Wolfgang Pauli

1.4. Teorema del no-clonado

El teorema de no-clonado [Wootters y Zurek, 1982| dice que es imposible construir una
maquina universal de clonado. Es decir, no podemos copiar un qubit arbitrario, ya que no
existe ningin método que pueda copiarlo sin saber su estado preciso, y como la mediciéon
cambia el qubit, no podemos saber su estado preciso. En consecuencia, no podemos copiar
un qubit arbitrario.
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Teorema 1.27 (No-cloning). No existe ninguna compuerta cuantica U tal que para algin

|6) € CV y V[)) € CV se cumpla Ulipo) = [v1)).

Demostracion. Supongamos que existe la operacion U de la cual se habla en el teorema,
entonces, dados cualesquiera [1)), |¢) € CV, se cumple

Ulpg) = |91)
Ulpd) = |op)

Por lo tanto, (Uo|Upd) = (1)|pe). Sin embargo, por un lado
({Upd|Ugp) = ($o|UTU ) = (bolod) = (blp)(dle) = (¥l0)

Mientras por el otro (Yle) = (Yle)(¥e) = (¥])*
Pero si (1p|¢) = (1|¢)%, entonces (1h|¢) = 0 o (1h|¢) = 1, lo cual es imposible: 0 implica
que los dos vectores tomados al azar son ortogonales, y 1 que son iguales. O]

1.5. Estados de Bell

Consideremos el siguiente circuito cuantico

ﬁxy

ly) ————b—

Es decir, partiendo del estado inicial |zy), se aplica H al primer qubit. Luego se aplica
CNOT a ambos, donde el primero es el de control (marcado con el punto negro). En
otras palabras, este circuito representa la siguiente ecuacion:

Bey = CNOT(H ® I)|zy)

Las posibles salidas de este circuito, cuando = e y varian entre 0 y 1 son las siguientes:

00y 12 % (0) + 1)) [0) = 7 (l00) + 10y) <YOrw2, L 7 (J00) + [11)) = Boo
o1 2, 7 (10) + 1)) [1) = 7 (lo1y + 1y Sreraa, 1 7 (J01) + 10)) = Bon
10) 20, = (10) — 1)) 10) = <|oo> 10)) XoT02, 1 - (00) 1)) = o

Sl -
%I
Sl

CNOT(1,2)

\11>&>—(|0>—I1>)|1>= (101) = [11)) (!01> 10)) = Bu

Sl
Sl
Sl

Observacion. /800 = (X & 1)601 = (Z X [)510 = (XZ X 1)511.

A estos cuatro estados se les llama FEstados de Bell, en honor a John S. Bell. Estos son
estados entrelazados, es decir, estados que no pueden representarse como el producto
tensorial de dos estados individuales.
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A los estados entrelazados también se les llama estados EPR por Einstein, Podolsky, y
Rosen [1935] quienes detectaron, en pleno auge de las formulaciones de la teorfa cuantica,
que existia una accion a distancia que parecia no razonable. Por muchos anos se llamo la
“paradoja EPR”. Lo que determinaron es que cuando se tiene un par entrelazado (fisica-
mente el estado representa por ejemplo el spin en un par de electrones, o la polarizacion
de un par de fotones), sucede que cuando se colapsa (por accion de la medicion) un estado
del par, el segundo también colapsara, incluso cuando fisicamente se encuentren a anos
luz de distancia. Con el tiempo se demostroé experimentalmente que esto es exactamente
lo que sucede, y por lo tanto no hay paradoja. También se demuestra que esto no contra-
dice la teoria de la relatividad (que entre otras cosas determina que nada puede viajar
a mayor velocidad que la luz, ni siquiera la informacion), ya que no hay trasmision de
informacion en este colapso a distancia.

Matemaéaticamente la acciéon de medir un estado de un par se ve con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.28. Consideremos el siguiente operador de medicion: M = {M,, M7} donde
Mo = [0)(0] y My = [1)(1].

Aplicando este operador al primer qubit del estado [y, se obtiene uno de los siguientes
resultados:

= Si se aplica el proyector M (el cual lo expresamos como My ® I para que se aplique
My al primer qubit y la identidad al segundo), el estado resultante sera

vp(0) \/%5(<00| + (11/)(|00)(00] + |01)(01[) 75 (]00) + [11))
00)(00/00))

(Mo ® I)Boo (100)(00] +101){01]) 75(|00) + [11))
»(

|

%l,_.

2
|

00[00)(00]00)

ﬁ

1
2

Analogamente, si se aplica M se obtiene |11)

Es decir, al medir el primer qubit del estado entrelazado fyg, se obntiene |00) o [11), es
decir que ambos qubits colapsan.

1.6. Usando los estados de Bell

Como se menciond en la seccién anterior, el colapso de un par entrelazado no transmite
informacion (y por eso no viola la teoria de la relatividad), sin embargo, es posible utilizar
dicho colapso como canal de comunicacion, el cual necesita también de un canal clasico
para terminar la transmision (y por ende, el canal clasico implica todas las limitaciones
impuestas por la relatividad).

El algoritmo cuantico descripto en la secciéon 1.6.1, descripto por primera vez por Ben-
nett y Wiesner [1992], permite transmitir dos bit clasicos, enviando s6lo un bit cuéntico,
utilizando un par entrelazado como canal de comunicacién. Es llamado “codificaciéon su-
perdensa” ya que se trata de codificar dos bits de informacioén en un bit cuantico, o dicho
de otro modo: dos bits de informacién en el estado de una particula cuantica.
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El algoritmo descripto en la seccion 1.6.2, descripto por primera vez por Bennett, Bras-
sard, Crépeau, Jozsa, Peres, y Wootters [1993], permite enviar un bit cuantico enviando
dos bit cléasicos y utilizando un par entrelazado como canal de comunicacion. Es llamado
“teleportacion cuantica” ya que se trata de mover el valor de un bit cuantico (recorde-
mos que un bit cuéntico no puede ser copiado (ver Teorema 1.27)) a otro bit cuantico, o
dicho de otro modo: se trata de teletransportar el estado de una particula a una nueva
particula, destruyendo la primera.

1.6.1. Codificacién superdensa

El objetivo de esta técnica es transmitir 2 bits clasicos enviando tan sélo 1 qubit.
Los pasos a seguir por el emisor (a quien llamaremos “Alice”) y el receptor (a quien
llamaremos “Bob”) son los siguientes.

1. Alice y Bob preparan un estado Sgo.

2. Alice se queda con el primer qubit del par y Bob se lleva el segundo. Podemos
considerar que estos dos pasos son la preparacion del canal cuantico.

Observacion. El estado entrelazado no se puede separar en el sentido de que no
puede considerarse mateméticamente como un qubit multiplicado tensorialmente
por otro qubit. Debemos considerarlos como un vector del espacio C2® C2, es decir,
un vector de dimension 4. Pero fisicamente son un par de electrones, o fotones
(u otra particula elemental), las cuales si pueden ser separadas fisicamente (mas
alla de que no es trivial el problema experimental que representa manipular dichas
particulas sin que interaccionen con el ambiente).

3. Alice aplica una transformacion a su qubit, de acuerdo a los bits que quiere enviar:
Zb Xt donde C° =1y C'=C.

4. Alice envia su qubit a Bob.
5. Bob aplica CNOT a los dos elementos del par y luego Hadamard al primero.
6. Bob realiza una medicion.
El circuito completo queda de la siguiente manera
—{zxn 1)

Boo |

Jah)

D E’* |b2)

donde la linea punteada determina el paso 4, en el que Alice envia su qubit a Bob.

Ejemplo 1.29. Se quiere enviar los bits 11. Por lo tanto se aplica (ZX ® I) a [y, con lo
que se obtiene 311 (en general, la aplicacién de la compuerta Z% X2 cambia el estado By



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA COMPUTACION CUANTICA 21

a Bbﬂ?z):

(ZX@D)Byp=(Z1)((X® [)500)

=ZD) | (X®I)— \00>+\11>))

(i
—(Z®I (7 110) +|o1>)>

2\/5(—|10>+| 1)) = Bu

El resto del circuito (a partir de la linea punteada vertical) es el circuito inverso al de
Bell, y como toda compuerta unitaria es tal que U = U™}, aplicando el circuito inverso
al de Bell se obtiene los estados iniciales. En este caso, |11).

1.6.2. Teleportacién cuantica

El objetivo de esta técnica es transmitir un qubit mediante el envio de dos bits clasicos.
Los pasos a seguir por Alice y Bob son los siguientes.

—_

. Alice y Bob preparan un estado Syg.
2. Alice se queda con el primer qubit del par y Bob se lleva el segundo.

3. Alice aplica CNOT entre el qubit a transmitir y el primero del par 3y, v luego
Hadamard al primero.

4. Alice realiza una medicion sobre los dos qubits en su posesion y envia el resultado
de la medicion (2 bits clasicos) a Bob.

5. Bob aplica una transformacion sobre su qubit, de acuerdo a los bits recibidos:
A CD

El circuito completo queda de la siguiente manera

donde [¢) es el qubit a transmitir (o “teleportar”).
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Ejemplo 1.30. Se quiere transmitir el qubit ) = «|0) + §|1), entonces

16) @ oo = (al0) + BI1)) (%uom n m>>>

(@|0)(|00) + [11)) + B[1)(|00) + [11)))

Il
Sl

cNor(12) 1
—_—

7
10, = (@000 11)(00) + 1) + 5-5(0) = 1)(10) + [o1))

(|0)(]00) + [11)) + B[1)(]10) + |01)))

~—

[100)(]0)+511)) + [01)(a[1)+5]0)) + [10)(a]0) = 5]1)) + [11)(a[1) = 5]0))]

1
% S ) (X2

b1=0b2=0

[\DI»—t

Por lo tanto, aplicando Z% X2, Bob obtendra el estado original |¢). (Notese que para
toda compuerta U, U = U™1).

Observacion. Si se quiere escribir la compuerta — Zb1 X2 — como dos dos compuertas,
debe escribirse . ya que en Z” X" primero se aplica la compuerta X2 y
luego Z.

1.7. Paralelismo Cuantico

Consideremos una funcion f : {0,1} — {0,1}. Clasicamente para obtener todos los
resultados posibles de esta funcién, es necesario evaluarla tantas veces como sea el cardinal
del dominio (2 en este caso, una evaluacion para la entrada 0, y otra para la entrada 1).
Esta es una funciéon que toma un bit y devuelve un bit. Si fuese un bit cuantico, seria
posible evaluar la funcién en una superposicién de 0 y 1 (por ejemplo 1(|0) + [1))), lo
cual nos daria como resultado una superposicion de f aplicada a 0y a 1.

El método es el siguiente. Primero se debe construir una matriz unitaria Uy de C* que
calcule la funcién, de la siguiente manera:

Uylz,0) = |z, f(x))

En realidad, aunque vamos a usar la definicion que acabamos de dar, se debe definir
también qué sucede cuando el segundo qubit es [1), por lo que esta compuerta se define
mas generalmente como Uy|z,y) = |2,y @ f(x)), donde & es la suma modulo 2.

Lo que se pretende es aplicar f a todas las entradas posibles, por lo que primero se aplicara
Hadamard al |0), a fin de obtener una superposicion, y luego se aplicara la compuerta
U;. El circuito es el siguiente:

0) —
Up | ) = AL
0) — —
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Es decir:
1 1 1
V2 V2 V2

La salida de este circuito es un estado que es superposicion de todos los resultados posibles
de la aplicacion de la funcién f. Y la compuerta U fue utilizada una sola vez. El problema
ahora pasa porque el resultado es una superposicion de todos los resultados posibles, y
al querer leerlo (es decir, al medirlo), éste colapsara a uno de los dos. El problema de
los algoritmos cuédnticos pasa por utilizar la superposicion de manera inteligente para
aprovechar el paralelismo, pero obteniendo el resultado buscado y no una superposicion
de resultados sin utilidad.

En el siguiente capitulo mostraremos algunos de los algoritmos que, haciendo uso del
paralelismo, consiguen ganancias en complejidad respecto a su contrapartida clésica.

00) 25 —=(10) + [1))10) = —=(100) + [10)) =5 —=(10, £(0)) + 1, £(1)))

1.8. Ejercicios

1.1. Determinar si el espacio vectorial y la operacion dada en cada caso define un espacio
pre-Hilbert.

a) En el espacio vectorial My de matrices cuadradas de dimension 2 x 2 sobre R, la
funcion f(M, N) = Z?:l Z?:l M5 X Nyj |, donde M = (mij)ij y N = (nz])m

b) Idem anterior, pero considerando el espacio vectorial de matrices cuadradas
de dimensién 2 x 2 sobre C.

¢) En el espacio vectorial C?, la funcién f (¥, @) = v} - wy + v} - wy.

1.2. Determinar el producto tensorial entre R? y R2. ;Qué sucede si queremos calcular
el producto tensorial entre R y C?? ; Es posible hacerlo? Explicar.

1.3. Calcular los siguientes productos tensoriales.

a) (5) ® (3 4) ) @ “ (i Z) o (o) (é)
1
) (3 o (y) (2 5)e(3) n1)e()

1.4. Escribir los siguientes vectores usando notacion Dirac en la base canoénica {|0), 1) }.

2 (2) b (2 3) 0 (123 )

3

1.5. Reescribir las matrices resultados del ejercicio 1.3 en notaciéon Dirac.

1.6. Usando notacion Dirac y resultados de ejercicios anteriores, calcular rapidamente

()ee 9)G)
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1.7. Mostrar que {]00),|01),]10),]|11)} es base ortonormal del espacio C*. jDe cuantos
qubits se trata?
1.8. Probar las propiedades de los operadores adjuntos listadas justo debajo de la Defi-
niciéon 1.17.
1.9. Mostrar que si un operador es hermitico, su diagonal es real.

1.10. Considerar el operador de medicion {|+)(+|,|—)(—|}, con |+) = 1/v2|0) + 1/v2|1)
y |—) = 1/v2|0) — 1/v2|1). Determinar los resultados posibles (y sus probabilidades)
de medir con ese operador cada uno de los siguientes qubits:

a) 1/3/0) + v¥/s|1) b) 1/va(|0) + (1)) c) |-)
1.11. Para cada par de estado y base de mediciéon, dar los posibles resultados y sus
probabilidades.
a) V3/2(0) —Y2|1), {[0), 1)} d) —[1), {10), 1)}
B) Vafa[1) — 112009, {10),11)} ) 10), {I+), 1)}
c) —il0), {]0), [1)} £) 1), {12000 +V3/2[1), V3/2[0) —1/2[1) }

1.12. ;Cuales de los siguientes estados estan en superposiciéon con respecto a la base
candnica? Para los estados que estén en superposicion, dar una base para la cual
no lo estén.

o) 10 ) Yva(l+) +1-) ¢) Vial+) = 1/2]-)
b) |+) d) /va(l+) = =) f) Yval0) = Yvalt)

1.13. ;Cuales de los estados del ejercicio anterior estdn en superposiciéon con respecto a
la base {|4),|—)} y cudles no?

1.14. Mostrar que las compuertas cuanticas H, I, X, Z,iXZ y CNOT estan bien defi-
nidas (i.e. mostrar que efectivamente son compuertas cuanticas).

1.15. Usando s6lo compuertas vistas en la Definicion 1.26, construir una méquina de
clonado que clone los qubits |0) y |1) (no importa lo que haga con otros qubits, por
lo tanto, dicha maquina no sera universal).

1.16. Usando so6lo compuertas vistas en la Definicion 1.26, construir una méquina de
clonado que clone los qubits |+) y |—).

1.17. Dar un circuito que genere el estado 1/v2|000) + 1/v2|111) con la entrada |000).

1.18. ;Cuales son los resultados posibles al medir 1/v2|000)+1/v2|111) en la base canénica?

1.19. ;Cuales son los resultados posibles al medir «|000) + «|001) + «|100)7

Determinar «.
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1.20. Usar el algoritmo de teleportacion dos veces para teleportar el 2-qubit [yo (telepor-
tar primero el primer qubit y luego el segundo qubit).

1.21. En base al ejercicio anterior, jcémo generalizaria el algoritmo de teleportacion a
n-qubits?

1.22. Mostrar que Uy es una compuerta cuantica para cualquier f dada.
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1.8. KEJERCICIOS




Capitulo 2

Algoritmos cuanticos y aplicaciéon a
criptografia

En este capitulo veremos algunos de los algoritmos cuénticos més conocidos. En particu-
lar, los algoritmos de Deutsch [1985] y de Deutsch y Jozsa [1992|, que pueden considerarse
como los primeros algoritmos cuanticos que hacen uso del paralelismo (ver Seccion 1.7).
El algoritmo de Grover [1996], que es uno de los que motivo que los investigadores en
computacion se interesaran en el area. No se incluye el algoritmo de Shor [1997], el otro
importante algoritmo que motivo a investigadores en computacion a adentrarse en el area.
Finalmente, el ultimo ejemplo es una aplicacion directa de la fisica cuéntica en cripto-
grafia, disenado por Bennett y Brassard [1984], la cual no sigue el esquema de los otros
algoritmos cuénticos presentados, pero es también el puntapié de un area de investigacion
activa dentro de la computacion cuantica.

2.1. Algoritmo de Deutsch

El objetivo de este algoritmo es saber si una funciéon que toma un bit y devuelve un bit,
es constante o no.
El algoritmo se resume en el siguiente circuito

o -
f
1 -

Observacion. Uy es la compuerta definida en la Seccion 1.7, la cual consideraremos que
existe sin dar més detalles de su construccion.

Uslz,y) = |z,y @ f(x))
Las primeras dos compuertas Hadamard, aplicadas a |0) y |1), producen lo siguiente:

H12) 1 1 B L B _i 2 0) — I
\01>—>ﬁ(\0>+\1>)ﬁ(|0>—!1>)—\$>ﬂ(!0> \1>)—\/§(\ ,0) =z, 1)) (21)

donde [z) = —5(|0) +[1)) es una abreviacion introducida por comodidad.

27
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La aplicacion de Uy sobre el estado (2.1) produce el siguiente estado:
1

(\F

\G)

(‘:L‘, 0> - ‘:U> 1>))
1

(Uslz,0) = Uglz, 1))
(2.2)

HEI

-5 (fao FO)) + 11, £(1))) —7<|o 1@ f(0 >>+|1,1eaf<1>>>>

(10, £(0)) + 11, f(1)) =10, 1@ f(0)) — |1, 1 & f(1)))

1
2
F0) # f

), (2.2) es igual a

== (|00) + [11) — [01) — |10)) = % <|0>¢—§I1>) (|0>¢—§|1>)
en cambio si f(0) = f(1),

1 _ (104D (10) —[1)
ii(\00>+|10>—\01>—\11>)—i( NG )( \/5)

Es decir, el primer qubit es +|—), si f(0) # f(1) y £|+) si f(0) = f(1). Aplicando
Hadamard al primer qubit, obtenemos |1) si éste era |—) y |0) si éste era |+).

l\:)ln—

-1
Si f(0) # f(1), aplicando Hadamard se obtiene £ |1) {%}
— 1
Si f(0) = f(1), aplicando Hadamard se obtiene £ |0) {%1
es decir, aplicando Hadamard, se obtiene

#1100 £y | 1

Dado que el primer qubit es |0) o |1}, podemos medirlo y nos dara con probabilidad 1 el
valor 0 si f es constante y con probabilidad 1 el valor 1 si f no lo es.

Observacion. Este algoritmo hace uso del paralelismo, ya que la evaluacion de la funcién se
realiza una vez sobre el estado en superposicion de 0 y 1. El algoritmo clasico equivalente
haria dos evaluaciones de la funcién y una comparacion.

2.2. Algoritmo de Deutsch-Jotza

Este algoritmo es una generalizacion del anterior. Dada una funcién que toma n bits y
devuelve uno, el algoritmo permite distinguir si la funcion es constante o balanceada (o
sea, con la mitad de las entradas devuelve 0 y con la otra mitad 1). S6lo se distinguen
esos dos casos, el algoritmo no es 1util para otro tipo de funciones.
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El circuito es el siguiente:

0) —{HH
0) {H

1)

La entrada de este algoritmo son n + 1 qubits: |[0)®"*|1) = |0...01).
Aplicando las n + 1 compuertas Hadamard sobre la entrada, se obtiene

() - 2 E [ e

ze{0,1}"

La compuerta U; que se utiliza es una generalizacion del caso anterior definida por

UslZ,y) = T,y @ f(T))

donde T son cadenas de n bits.
Es decir
Uyslz,0) = |7, f(T)) Uslz, 1) = [7,1 & f(T))

Por lo tanto, aplicando Uy sobre el estado (2.3) se obtiene

o 5 20 - 3 wom

ze{0,1}" ze{0,1}n
1
= > = U7,0) - Ujfz,1))
T€{0,1}" 21 (2'4)
= {Z} Z5 (@) = 7,18 (7))
_ L (@) —1e f@)
-2 7 (P

Para simplificar la notacion, la compuerta Hadamard puede expresarse como sigue

H]0) = (10} + 1)) e,
Hl1) = 2(0) - 1) }:’H'@‘ 75 2 UM

De la misma manera, es posible generalizar la aplicacion de H a n qubits como sigue:

1 1

H®n|I1.-~fEn> - | — Z (_1)x1z1|21> R Z (_1)1’n2n|zn>
\/§ z1€{0,1} \/5 zn€{0,1}
1 _
= > D7)
\/2_ ze{0,1}»
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Con esta notacion, se aplica Hadamard a los primeros n qubits del estado (2.4) (es decir,
al ket |T)), obteniendo

L (1 vt ) (@) 116 F@)
> e X ) (LA

ze{0,1}m (25)

_ (=)™ z) (1f@) -1 f@)
D

Casos:

» Si f es constante, el estado (2.5) es

Tz

. Z 2) <\O>\/§’1>)

ze{0,1}m ze{0,1}"

Cuando z = 0, los primeros n qubits son

£ D,

ze{0,1}"

0 ®n on
[ =20y =+

Por lo tanto, dado que este vector tiene norma 1, el resto de los términos de la
suma deben anularse, debido a que el resultado tiene que ser forzosamente un vector
normalizado. Por lo tanto, cuando f es constante, el estado (2.5) es

Es decir, midiendo los primeros n qubits se obtiene 0...0 en este caso.

= Si f es balanceada (50 % de las veces devuelve 0 y 50 % devuelve 1), entonces para

z=0
0" (@) 1L f@)) A0 (10~ 1)) _
> S () - 2 e (M) -

ze{0,1}n ze{0,1}n

Es decir que los primeros n qubits no incluyen al qubit [0)*", y por lo tanto, al
medir los primeros n qubits no se puede obtener 0...0 en este caso.

Conclusion: Si se obtiene |0)®™ a la salida de la medicion, la funcion es constante, en otro
caso la funcién es balanceada.

2.3. Algoritmo de Busqueda de Grover

Antes de analizar este algoritmo, son necesarias algunas compuertas extras: la compuerta
Ordculo (Seccion 2.3.1), y la compuerta de inversion sobre el promedio (Seccion 2.3.2).
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2.3.1. Oraculo

Dada una funciéon de un bit en un bit f, la compuerta Uy definida en la Seccion 1.7, es
Uslz,y) = |z, y @ f(z)).
Sise elije y = |—) = \%(\O) —|1)), entonces

1

Ul ) = U, (|x> 50 |1>>)

1
— < (Ufla,0) = Uyla, 1)

1
2

(l, f(x)) = [2,1® f(x)))

1
@)~ 1@ fa)
— (-1)/%a.y)

= |z)

Dado que Uy no modifica el estado y, es posible omitirlo y tomarlo como parte de la
definiciéon de la compuerta. Entonces, definimos la compuerta

Ule) = (=1)]z)

a la cual se le llama Ordculo.

2.3.2. Inversién sobre el promedio

Sea el estado [¢) = 1/v27 Y o g1y [T). Definimos la compuerta de Inversion sobre el
promedio como G = 2|¢)(¢| — I. Es decir

G =2|¢){¢| -1
1
1/2’/7,
-9 . L | —7J
=2 VT VE ),
Van/ on
2 2 2
27? 2TL 2n
2 2 2
on P on
2 2 2
2n 2n 2n on xon

La aplicacién de G sobre un estado cualquiera 1)) = > - 1y az|T) es la siguiente
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Qo
Gly)
Aon_1
2&5
3_1 2 72 on | 10
2n 277, 176{0,1}"
2 2 1 2
2n 2n Z Cf — Qgn_1
ze{0,1}n
Es decir:
_ 2ay _ _
Gl D el )= D || X | —w|@m= > 4-a))
Te{0,1}n Te{0,1}n ye{0,1}m Te{0,1}n

donde A es el promedio de los az.

2.3.3. El algoritmo

El algoritmo de Grover es un algoritmo de busqueda sobre una lista desordenada. Supo-
nemos una lista de tamanio N, con N = 2" (observar que siempre es posible aumentar
la lista con datos irrelevantes para cumplir la condicién sobre N). Los indices de la lista
sonT € 0,1", esdecirz=0...2" — 1.

El objetivo del algoritmo es localizar el Ty tal que f(Ty) = 1, para una funciéon booleana

f dada.
El input del circuito es [0)®".

2.3.3.1. Paso 1: Se aplica Hadamard (H®")

El primer paso es generar una superposicion en todos los qubits.

n 1
[ > @) (2.6)
\/2_56{0,1}”

Este estado es una superposicion de todos los elementos de la lista. La idea del algoritmo
es subir la probabilidad de que al medir este estado obtengamos el elemento 7.

2.3.3.2. Paso 2: Se aplica el oraculo (U)

Aplicar el oraculo es el equivalente a aplicar la funciéon booleana f sobre la superposicion.

26 & — 3 (-1 (2.7)

ze{0,1}"

9
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2.3.3.3. Paso 3: Se aplica la inversion sobre el promedio (G)

en= 3 [Em

ze{0,1}7

ze{0,1}"
B ) (—1)/@) B (1)@ |
= > > on/on NeD 7)
ze{0,1}" | ye{0,1}m (2.8)

B (_1)f(@) 2(_1)f(f)_(_1)f(f) _
2R v |t o |

(—1)/@ 2 — 2" | =
=2 1|2 X s | otV m
zc{0,1}n ye{0,1}" 2"V2 22

En el estado (2.8), el término T = Ty, con f(Ty) = 1, el cual estamos buscando es el
siguiente:

Z 1 +2"—2 7o) [ 2 (2 1)+2”—2]|_>
ye{o 1}n 2711 /2n 2n1 /2n 0 _Qn, /2n 2711 /2n 0
?75750

[ontl 4 om — 47
AR

mientras que los otros términos, donde T # ¥, son

1 2(-1) 2-27 [2"“ - 4}
2 + + T)=|—F—| T
ye{Xo;}" 2111 /2n 2n, /2n 2n, /2n ’ > 2n, /2n | >

Y#Zo

Y#T
El algoritmo ha cambiado las amplitudes del estado, aumentando la amplitud del estado
Ty y disminuyendo las otras.
Repitiendo este proceso (pasos 2 y 3) se va subiendo la amplitud del estado que se
quiere encontrar y disminuyendo las otras. Sin embargo es ciclico: pasado cierto nimero
de repeticiones, esa amplitud vuelve a decrecer. En la Secciéon 2.3.4 se calcula el namero
optimo de repeticiones para obtener la amplitud maxima. Cuando la amplitud es maxima,
se realiza una medicién, obteniendo el estado Ty con la méxima probabilidad. En la
Seccion 2.3.4 se muestra que la probabilidad de error tiene cota maxima en 1/2n.
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Ejemplo

Sea una lista de 2* = 16 elementos, de los que s6lo uno, Zy, verifica la propiedad f(zy) = 1.
El algoritmo comienza por tomar el estado [0)®* y aplicar H®* obteniendo,

1 _
DG
ze{0,1}4
Inicialmente todas las amplitudes son iguales a 1/4. Se aplica el oraculo y se obtiene
1 o
DNV
Te{0,1}4
Luego se aplica la inversion sobre el promedio, y la nueva amplitud del estado T, seréa

25420 —4 11

—— = — = 0,6875
241/24 16
y para el resto de los T la amplitud sera
20 -2t 4
= 3 = 0,1875

24,/94 16

Con las sucesivas repeticiones de la aplicacion del oraculo y la inversion sobre el promedio,
se obtienen las siguientes amplitudes:

Repeticion | Amplitud de 7y | Amplitud de  # T, | Probabilidad de error
1 0.6875 0.1875 0.527
2 0.953125 0.078125 0.092
3 0.98046875 -0.05078125 0.039

A partir de la iteracion 4 la probabilidad de error comienza a subir, por lo tanto el nimero
o6ptimo de iteraciones es 3, con una probabilidad de error de 0,039.

2.3.4. Calculo del niimero 6ptimo de iteraciones

Luego de k iteraciones T tendra una amplitud by y el resto tendran todos una amplitud
my. Es decir, el estado sera
belTo) +m Y [T
ze{0,1}"
THTo
En cada iteracion se aplica el oraculo U, el cual cambia el signo de b, y luego G. Es
posible definir recursivamente las amplitudes en la repeticion k:

1
m(]:b[]:
mk+1:2Ak—mk onde k— omn

bry1 = 245 + by
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Las formulas cerradas para estas recursiones son

my, = cos((2k + 1))

1
Neae
br = sen((2k + 1))

2" —1 1
donde cos(y) = TR sen(y) = UQ—n.

Para conseguir la minima probabilidad de error, se debe minimizar |mg|. Notar que my, =

T s 1
0 siy solosi (2k+ 1)y = —, es decir, si k = — — —.
siy solosi (2k + 1)y 5 o decir, si 2
Sin embargo, dado que k es el nimero de repeticiones, debe ser entero, por lo tanto, el

ntmero 6ptimo de iteraciones es
~ 77
Ay

-1
Para calcular una cota de la probabilidad de error, observar primero que que |k — k| < 5

entonces - B B B
5 = @k + D0l =2k + 1)y = 2k + 1)y = [29(k = k)] <7

Con esto, podemos determinar que la probabilidad de error luego de k iteraciones es

1

~ 7T .
_2n

(2" — 1)(my)? = cos*((2k + 1)7) = sen2(2 (2k 4 1)) < sen®(v)

En el ejemplo anterior

™

=S
|

=3
dasen(y/ )

1
y la probabilidad de error es 0,039 < 51 = 0,0625.

2.4. Aplicacién criptografica

2.4.1. One-time pad

Este es un método de criptografia clasica [Vernam, 1926| que consiste en compartir una
secuencia de bits (clave) del largo del mensaje a transmitir y aplicar la operacion reversible
XOR para cifrar y descifrar. (Ver Figura 2.1). Las claves deben ser secretas y no deben
ser reutilizadas.

Este método es 100 % seguro: un 0 en el mensaje encriptado puede significar un 0 en el
mensaje original y un 0 en la clave, o un 1 en el mensaje y un 1 en la clave. Lo mismo
sucede con un 1 en el mensaje encriptado. Es decir que adivinar la clave tiene la misma
probabilidad que adivinar el mensaje original. La tinica debilidad de este método es la
predistribucion de claves, ya que el canal que se use para distribuirla podria ser vulnerado.
El método cuantico que se describe a continuacion, QKD-BB84 (por Quantum Key Dis-
tribution de Bennett y Brassard [1984]), es justamente un método para la distribucion
segura de claves.
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Figura 2.1: One-Time pad

2.4.2. Criptosistema Cuantico QKD-BB84

La idea es transmitir una clave binaria por un canal inseguro.

Para transmitir el bit 0, Alice (el emisor) puede elegir, al azar, la base {|0),]1)} (a la que
llamaremos esquema +) y considerar 0 = |0), o la base {|—),|+)} (a la que llamaremos
esquema X ) y considerar 0 = |—). Anéalogamente al bit 1 lo codificamos como |1) en el
esquema + o como |+) en el esquema X.

Bob realizara una medicion sobre el estado recibido eligiendo al azar entre el esquema
+ y el esquema x. Ver ejemplo en Figura 2.2. El paso final es intercambiar informacion
(por un canal abierto) de los esquemas utilizados, y sélo conservar los bits producidos
usando el mismo esquema.

1 1) 1
(1) Alice Esquema + Esquema + Bob

1
(2) Alice ! Esquema + L Esquema x 100 Bob

Figura 2.2: Ejemplo: (1) Alice transmite un 1 codificado mediante el esquema + y Bob
elije al azar el esquema + obteniendo un 1 (2) si Bob elige el esquema x obtiene 0 6 1
con probabilidad 1/2.

El algoritmo paso a paso:

1. Alice comienza a transmitir una secuencia de 0 y 1, elegidos aleatoriamente, alter-
nando los esquemas + y x también aleatoriamente.
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2. Bob recibe la secuencia y va alternando las mediciones entre los esquemas + y X
aleatoriamente.

3. Alice le transmite a Bob la sucesion de esquemas empleada.
4. Bob le informa a Alice en qué casos utiliz6 el mismo esquema.

5. Usando solamente los bits de los esquemas idénticos a dos puntas, ambos han defi-
nido una sucesion aleatoria de bits que servira como one-time pad de encriptacion
para transmisiones futuras por cualquier canal.

Esquemas de Alice X + + X X 4+ X +

Valores de Alice |—) 10) [0) |+) [—) [0) |—) 1)

Esquemas de Bob  + X 4+ X + + X X

Valores de Bob ~ [0) |+) [0) [|+) [1) [0) |—=) |-)
Coincidencias VARV VARV
Clave 0 1 0 0

6. Alice y Bob intercambian hashes de las claves (en bloques) para aceptarla o descar-
tarla.

Inviolabilidad Este protocolo es, en teoria, inviolable. Supongamos que Cliff espia el
canal de comunicacién entre Alice y Bob e intenta recuperar la clave. Cliff esta en la
misma situacion que Bob y no conoce cual esquema es el correcto, + o x. Por lo tanto
elige al azar y se equivocara, en promedio, la mitad de las veces.

En el paso 5 Alice y Bob se ponen de acuerdo en cuéles valores tomar en cuenta (las coin-
cidencias de la secuencia de esquemas). Esta informacion no le es util a Cliff porque sélo
en la mitad de las veces habra usado el detector correcto, de manera que mal interpretara
sus valores finales.

Ademas el QKD brinda el método para que Alice y Bob puedan detectar el potencial
espionaje de Cliff:

Imaginemos que Alice envié un 0 con el esquema x (es decir, el qubit |—)). Si Cliff usa el
esquema +, colapsara el qubit a |0) o |1). Si Bob usa el esquema x y mide |—) coincide con
lo enviado por Alice, pero si mide |+) Alice y Bob descubriran esa discrepancia durante
el intercambio de hashes, por lo tanto descartaran el bloque.

2.5. Ejercicios

2.1. Escribir la traza del algoritmo de Deutsch para la funcién identidad.

2.2. Escribir la traza del algoritmo de Deutsch-Jotza para la funcion f(z,y, 2) = 2®ydz,
donde @ es la suma modulo 2.

2.3. En una lista de un millén de elementos distintos

a) {Cuél es el numero 6ptimo de iteraciones del algoritmo de Grover para buscar
un elemnto?
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b) ;Cudl es la probabilidad de error con el nimero 6ptimo de iteraciones?

¢) (Cuantos pasos serian necesarios, en promedio, en el caso clasico?

2.4. En el protocolo BB84, ;cuantos bits necesitan comparar Alice y Bob para tener
90 % de chances de detectar la prescencia de Eve?



Capitulo 3

Introduccion a la mecanica cuantica

3.1. Postulados de la mecanica cuantica

En el Capitulo 1 vimos los postulados de la mecénica cuéntica sin mencionarlo, desde
un punto de vista matematico formal. Revisitaremos los mismos postulados, nombran-
dolos como tales. Estos cuatro postulados definen el entorno matematico conocido como
mecanica cuantica.

Postulado 1 (Espacio de estados). Todo sistema fisico cuantico aislado tiene
asociado un espacio vectorial complejo con producto escalar conocido como el
espacio de estados del sistema. El sistema se describe completamente por un
vector de estado, el cual es un vector unidad en el espacio de estados.

Postulado 2 (Evolucion). La evolucion de un sistema fisico cuantico aislado se
describe por una transformacion unitaria. Es decir, el estado |¢) del sistema en
el tiempo t; se relaciona con el estado [¢)') del sistema en el tiempo ¢, a través
del operador unitario U, el cual s6lo depende de los tiempos t; y 2.

[¢) = Ul)

El postulado anterior se puede tomar con tiempo continuo, para lo cual hace falta una
ecuacion diferencial, y el postulado se transforma en el siguiente:

Postulado 2'. La evolucion del estado de un sistema fisico cuantico aislado es
descripta por la ecuacion de Sherddinger,

Ldly)

En esta ecuacion, A es una constante fisica conocida como constante de Planck
cuyo valor debe ser determinado experimentalmente. El valor exacto no es im-
portante, en la practica es comin absorber el valor h en H y tomando A = 1. El
operador H no es la compuerta Hadamard vista anteriormente sino un operador
hermitico fijo conocido como el Hamiltoniano del sistema.

39
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Postulado 3 (Medicion cuantica). La medicién cuantica se describe por una
coleccion {M,,} de matrices de medicion. Dichas matrices actiian en el espacio
de estados del sistema que se mide. El indice m refiere a los resultados posibles de
la medicion. Si el estado del sistema es [1), inmediatamente antes de la medicion,
entonces la probabilidad de que el resultado m ocurra viene dado por

p(m) = (Y| My, M)
y el estado del sistema luego de la medicion es

M, |¥)
(| M, M, |)

Las matrices satisfacen la ecuacion de completitud,
> MM, =1
m

La ecuacion de completitud expresa el hecho de que las probabilidades suman

L= S plom) = S MMl = (0 (z M;Mm) )

m

Postulado 4 (Sistema compuesto). El espacio de estados de un sistema fisico
compuesto es el producto tensorial de los espacios de estados de los componentes.
Maés aun, si tenemos sistemas enumerados de 1 a n, donde el sistema i esta en el
estado [1);), el estado conjunto del sistema total es

[91) ® [1h2) © -+ @ |¢hn)

3.1.1. Medicién proyectiva

Un caso particular del postulado 3 es el conocido como medicion proyectiva. De hecho, la
medicion general es equivalente a las mediciones proyectivas mas operaciones unitarias.
Por lo tanto, en general, usaremos s6lo mediciones proyectivas.

3.1.1.1. Preliminares

Definicion 3.1 (Autovectores y autovalores). Un autovector de un operador lineal A en
un espacio vectorial dado es un vector no-nulo |v) tal que A|v) = v|v), donde v es un
nimero complejo conocido como autovalor de A correspondiente a |v).

Observacion. En la definicién anterior, notar que v # |v). De hecho, v € C y |v) € C2.
La “v” que aparece en |v) es simplemente una etiqueta, un nombre, para el vector.
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Ejemplo 3.2. Consideremos la matriz de Pauli 1 X 7
iXZ = 4(|0) (1] + [1){0))([0)0] = [1)(1])
i(|0) (1[0} (0] = [O) (L[1) (1] + [1)€0[0) (O] — [1)(O[1){1])
= (1) (0] = 0)(1])
0 —
v 0
Queremos buscar un vector |[v) = «|0) 4+ |1) tal que i X Z|v) = v|v), para algtin v, y con
||o)|| = 1. Es decir:

i(11)(0] = [0)(1])(]0) + BI1)) = i(all) — B]0)) = —Bi[0) + «il1)

debe ser igual a v(a|0) + B|1)), con |a|? + |3]* = 1.
Por lo tanto,

O, en su notacion matricial, 1.X 7 =

( 12
151
2 2 | T1er=1 |v]
ol 4182 =1 B B =\ T
vae = — 31 =< a=-"— = B.U
vB =i vo,. a = —pr
\ v
1 1
R 18] = 7 ) 8] = N5
a=—01 a=—0F1
v=1 v=—1
Tomando, por ejemplo, v = 1 y 8 = 1/v2 tenemos o« = —i/v2, y por lo tanto 1 es un

autovalor de iXZ con autovector 1/v2(|1) — i|0)).
Definicién 3.3 (Funcion caracteristica). La funcion caracteristica de un operador lineal
Aes c(x) = det|A — zI|.
Teorema 3.4. Las soluciones a la ecuacion c¢(z) = 0 son los autovalores del operador
A. O
Ejemplo 3.5. En el ejemplo anterior, podemos ver que
c(x) =det |iXZ — x|

= det [i([1) (0] = [0)(1]) — 2(|0){0] + [1)(1[)]

= det | — z[0)(0] — 2|0} (1] + | 1)(O] — 2| 1)(1]]

= (—a) = (=)

=221
Y tenemos c(z) =0=2? —1=0= 2 = +1.

Definicién 3.6 (Autoespacio). El autoespacio correspondiente un autovalor v de un
operador linear A es el conjunto de vectores que tienen a v como autovalor.

Ejemplo 3.7. Siguiendo con el ejemplo anterior, el autoespacio correspondiente al auto-
valor 1 del operador iXZ es {8|1) — 5i|0) | 8 € C}.

Teorema 3.8. El autoespacio de un autovalor v de un operador lineal A en un espacio
vectorial V' es un subespacio vectorial de V. O
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3.1.1.2. Medici6én proyectiva

Definiciéon 3.9. Una mediciéon proyectiva es descripta por un observable, M, el cual es un
operador hermitico en el espacio de estados del sistema que es objeto de la observacion.
El observable tiene descomposicion espectral (es decir, factorizacion a forma canénica)

dada por:
M=>"mP,

donde P, es el proyector al autoespacio de M con autovalor m. Los posibles resultados
de la medicion corresponden con los autovalores m del observable. Luego de medir |},
la probabilidad de obtener el resultado m viene dada por

p(m) = (| Pa i)
Al obtener el resultado m, el estado del sistema inmediatamente luego de la medicién es

Pt

p(m)
Observacion. La medicion proyectiva se puede ver como un caso particular del Postula-
do 3. Si a las matrices que forman el operador medicion del Postulado 3 le agregamos

la condicién que cada M, son hermiticos y ortogonales, es decir M,, M,y = 6y M,
entonces el Postulado 3 reduce a las mediciones proyectivas que acabamos de definir.

Ejemplo 3.10. Consideremos la medicién del observable Z.
c(x) =det|Z — 2l| = det |(1 — 2)[0){0] — (1 +2)|1){1]| = (1 —2)(~1 —2) = —1 + 2?

Por lo tanto, las soluciones a ¢(x) = 0 son 1 y —1, y esos son los autovalores de Z. Dichos
autovalores corresponden a los autovectores |0) y |1) respectivamente.

Los proyectores Py y P; sobre los autoespacios {a|0) | « € C} y {B|1) | 8 € C} respecti-
vamente son Py = |0)(0] y P, = |1)(1]. Notar que

Z = 10){0] = [1)(1

Entonces, la medicion de Z sobre el estado |—) = (0+/1)/yz2 da como resultado 1 con
probabilidad (—]0)(0|—) = !/2. Similarmente, se obtiene resultado —1 con probabilidad

1/a.

3.1.2. Fase

Consideremos por ejemplo el estado €?|)?, donde [1) es un vector de estado, y 6 es un
ntimero real. Decimos que el estado e?|y)) es igual a |)), excepto por la fase global e¥.
La mediciéon sobre ambos estados es la misma: Supongamos que M, es una matriz de
un operador de medicion. Entonces las probabilidades de aplicar esa matriz vienen dadas
por (| M} M, 1) v por (|e” M M,,e®|p) = (1| M} M,,[1))®. Por lo tanto, desde un
punto de vista observacional, ambos estados son idénticos.
Por esta razon solemos ignorar las fases globales ya que son irrelevantes a las propiedades
observacionales de sistemas fisicos.

@ew

= cosf + isinf (ae“9 es la llamada notacion exponencial de un ntimero complejo, donde a su

modulo y 6 su argumento).
@efzeeze _ 6719+7,9 _ 60 =1.
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3.2. Operador densidad

Hasta ahora hemos visto la mecéanica cuéntica en términos de vectores de estados. Una
formulacion alternativa es usando el operador densidad (o matriz densidad). Esta presen-
tacion es equivalente matematicamente, pero provee un lenguaje mas conveniente para
razonar en algunos escenarios comunes que se encuentran en la mecéanica cuantica.

3.2.1. Preliminares

Definicién 3.11 (Traza). La traza de una matriz es la suma de sus elementos diagonales.
Ast, st A= 37> aijlui)(ugl, la traza se define por

tr(A) = Z (6773

Teorema 3.12. Sea A = |¢)(p|. Entonces, tr(A) = (p|v).
Demostracion. Sean [¢) = >, a;lu;) y [p) = >_; bjlu;). Entonces,
tr(A) = ([} {el) = (Y ailu) D b5 (uyl) =tr(D aibilug)(usl) =Y aibi = (o)
i j ij i
0
Ejemplos 3.13.

L. Sea A = [i){g] con [i¥) = [0} ¥ |) = |-). Entonces, A = Y/va(|0)(0] - [0)(1]) ¥
tr(A) = 1/va.

Por otro lado, siguiendo el teorema, tr(A) = (¢|p) = 1/v2({0|0) — (0[1)) = /va.
2. Sea A = |-)(=| = 1/2(|0)(0] — [0)(1] + [1) (0] = [1)(1]).
Entonces, tr(A) =1/2 — /2 =0 = (+|-).

Propiedades (de la traza de una matriz). Sean A y B matrices de la misma dimension,
U un operador unitario y A € C. Entonces

1. tr(AB) =tr(BA) 3. tr(AA) = Atr(A)
2. tr(A+ B) =tr(A) + tr(B) 4. tr(UAUT) = tr(A)

Demostracion. Sélo mostramos la propiedad 4, las otras se dejan como ejercicio. De la
propiedad 1 se tiene tr(UAUT) = tr(UUTA), y como U es unitaria, tr(UTUA) = tr(A). O

El siguiente teorema es muy tutil para evaluar la traza de un operador.

Teorema 3.14. Sea |¢)) un vector normalizado y A un operador cuantico. Entonces

tr(Al) () = (¥]Al¢)

Demostracion. Ejercicio. O

Ejemplo 3.15. tr(X|0)(0]) = (0|X]0) = (0]0)(1]0) + (0[1)(0[0) = 0.



44 3.2. OPERADOR DENSIDAD

3.2.2. Conjuntos de estados cuanticos

El operador densidad provee una manera conveniente de describir un sistema cuéntico en
el cual el estado no se conoce del todo.

Definicién 3.16 (Operador o matriz densidad). Supongamos que un sistema cuéantico
estd en uno de un ntmero de estados |¢;), donde la probabilidad de que el estado sea [);)
viene dada por p;.

Decimos que el conjunto {p;,|¥;)} es el conjunto de estados puros. El operador densidad
o matriz densidad para este estado viene dado por la ecuacion

p= Zpi|¢z‘><¢i|

Ejemplo 3.17. El operador densidad del conjunto de estados puros {(Y/4,|+)); (3/4,[1))}
tiene operador densidad

p = /al) (] + 3/4[1) (1] = 2/8]0){0] + 1/8|0) (1] + 1/5[1) (O] + 7/s[1) (1

_ (Y8 Vs
P\ s
Observacion. Todos los postulados de la mecanica cuantica se pueden reformular en tér-
minos del operador densidad, y haremos eso més adelante en esta seccion.

Es decir

Evoluciéon Supongamos que la evolucion de un sistema cuéntico cerrado se describe por
el operador unitario U. Si el sistema estaba inicialmente en el estado [¢;) con probabilidad
pi, entonces, luego de la evolucion el sistema estara en estado U|v;) con probabilidad p;.
Por lo tanto, la evolucién del operador densidad se describe por

p = sz‘wz><¢z’ £> ZPiU|¢i><¢i|UT = U;OUT

Ejemplo 3.18. Siguiendo con el Ejemplo 3.17, tomemos U = H, entonces el conjunto de
estados puros original {(1/4,]+)); (3/4,|1))} evolucionara a {(1/4,]0));3/4,]—))} y su matriz
densidad puede calcularse de dos maneras equivalentes:

1. A partir del conjunto de estados puros:

g = YY1+ = THI0) 0l —siopal -y o+l = ()

2. O utilizando la igualdad dada més arriba: o' = HpH' = HpH.
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Mediciéon Supongamos que realizamos una mediciéon descripta por las matrices M,,. Si
el estado inicial era |1;), entonces la probabilidad de obtener el resultado m es

p(mli) = (Wi M, M) "= (M, My ) (04])
Usando la ley de probabilidades totales, la probabilidad de obtener el resultado m es
p(m) = Zp(m‘i>pi
— Zpitr(M:anWi)WiD
= tr(Z M, M |93) (i)
= tr(M M, ZPH%)(%’D
= tr(M:anp)l

Si el estado inicial era [¢;), el estado luego de obtener el resultado m sera

@M M)

i) =

Por lo tanto, luego de una mediciéon que de resultado m tendremos el conjunto de estados
|1)1™), con probabilidades p(i|m) respectivamente. Por lo tanto, el operador densidad p,,
correspondiente es

B A (| — ) M3 (i M,
Pm = ;p( KOOI Zp( | )<77Z}i|M1ile|¢i> (3.1)

7

Pero, usando teoria de probabilidad condicional,

D(ilm) = p(m i) _ p(mli)p; _ p'tr(MrTanlwiM?ﬁiD 0 (| Mf, Mo |)
p(m) p(m) " tr(MS Myp) " tr(M M,,p)

Substituyendo en (3.1), obtenemos

p :Zp‘MmWiWMM% _ MyupMj,
" " tr(M), M, p) tr( M, M, p)

Ejemplo 3.19. Volviendo al conjunto de estados del Ejemplo 3.17, tenemos
p = 1/8]0){0] + /s|0) (1] + 1/8[1)(0[ 4 7/8[1) (1]

que corresponde a la matriz densidad del conjunto de estados {(3, [+)); (3,[1))}.
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Entonces, la probabilidad de medir 0 viene dada por

tr(P§ Pop) = [0){0](*/5]0) (0] + 1/s]0) (1] + 1/s|1)(0] + 75| 1)(1])
= tr(1/8]0)(0] + /8]0)(1])
= Y/str(|0){0]) + /s tr([0)(0])
— 1/8

Similarmente, la probabilidad de medir 1 por

tr([1){1]p) = str(|1){0]) + Vstr(|1)(1]) = 7/s

Podemos ver que el conjunto de estados esta en el estado |1) con probabilidad 3/4. Si ese
es efectivamente el estado inicial, la probabilidad de medir 1 seria 1. Por otro lado, en el
estado |+), la probabilidad de medir 1 es /2. De ahi que la probabilidad de medir 1 es

Blax 1+ 1ax12="T/

tal y como dedujimos con la traza.
Luego de realizar la medicion, si se midio 1, el estado del sistema podra ser descripto por
el operador siguiente:
PPl
p=—pt =2 =

Efectivamente, si se midio 1 y el estado inicial era |+), el estado final serd |1), pero lo
mismo pasa si el estado inicial era |1), por lo que la matriz densidad es la matriz densidad
del conjunto de estados {1, |1)}.

Definicién 3.20. Un sistema cuantico donde el estado |1)) se conoce exactamente se dice
que esta en un estado puro. En este caso, el operador densidad es simplemente p = |1) (1]
Si no es un estado puro, p estd en un estado mezcla (o mixto), o que es una mezcla de
diferentes estados puros.

Teorema 3.21. Para todo operador densidad p se tiene tr(p?) < 1.
Mas atin, la igualdad se cumple si y s6lo si p esta en un estado puro

Demostracion. Ejercicio. 0

Teorema 3.22. Un estado cuantico que esté en estado p; con probabilidad p;, puede ser
descripto por la matriz densidad ), p;p;.

Demostracion. Supongamos que p; viene de un conjunto {p;;, |1;;) de estados puros (con
i fijo). Por lo tanto, la probabilidad de estar en el estado |¢;;) viene dada por p;p;;. Es

decir que la matriz densidad es p =), Zj Pipis Vi) (Wil = 22 pipi O

3.2.3. Propiedades generales del operador densidad

Definiciéon 3.23 (Operador positivo). Un operador A se dice positivo si para todo vector
[¥), (Y|A]) > 0. Si (Y|Al) > 0 para todo |¢) # 0, decimos que A es definido positivo.
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Teorema 3.24. Si A es un operador positivo, entonces existe una descomposicion A =
> Ajl7) (4| donde los vectores |j) son ortonormales y A; € R§ son autovalores de A. [J

Teorema 3.25 (Caracterizacion de operadores densidad). Un operador p es el operador
densidad de un conjunto {p;, [1;)} si y solo si satisface las siguientes condiciones:

1. tr(p) =1

2. p es un operador positivo

Demostracion.

=) Sea p =Y. pi|1;)(1;| un operador densidad. Entonces,

Lotr(p) = 32, pitr([9a) (i) = 32, pi = 1.

2. Sea |¢) un vector arbitrario en el espacio de estados. Entonces,

(elple) = (¥l (sz!wz z/a) sz olvi) (Yilp) = Zp@ (plva? >0

<) Sea p cualquier operador positivo con traza igual a 1. Como p es positivo, usando
el Teorema 3.24 tenemos p = »; A;j|j)(j[, donde los vectores [j) son ortogonales
y A; € Ry son autovalores de p. Por la condicion de traza 1, tenemos A =1

Por lo tanto, un sistema en el estado |j) con probabilidad A; tendra un operador
de densidad p. O

El Teorema 3.25 nos permite reformular el Postulado 1 para no depender de vectores, y
podemos entonces escribir todos los postulados en términos del operador densidad.

Postulado 1. Todo sistema fisico cuantico aislado tiene asociado un espacio
vectorial complejo con producto escalar conocido como el espacio de estados del
sistema. El sistema se describe completamente por su operador densidad, el cual
es un operador positivo p con traza 1, que actia en el espacio de estados del
sistema. Si un sistema cuantico esta en estado p; con probabilidad p;, entonces el
operador densidad del sistema es Y . p;p;.

Postulado 2. La evolucién de un sistema fisico cuantico aislado se describe por
una transformacion unitaria. Es decir, el estado p del sistema en el tiempo ¢,
se relaciona con el estado p’ del sistema en el tiempo ty a través del operador
unitario U, el cual s6lo depende de los tiempos t; y ts.

pl=UpU"
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Postulado 3. La medicion cuéantica se describe por una coleccion {M,,} de
matrices de medicion. Dichas matrices actiian en el espacio de estados del sistema
que se mide. El indice m refiere a los resultados posibles de la medicion. Si
el estado del sistema es p, inmediatamente antes de la medicion, entonces la
probabilidad de que el resultado m ocurra viene dado por

p(m) = tr(M;}, Miup)
y el estado del sistema luego de la medicion es

M, p M,
tr(M;%Mmp)

Las matrices satisfacen la ecuaciéon de completitud,

> MiM, =1

Postulado 4. El espacio de estados de un sistema fisico compuesto es el producto
tensorial de los espacios de estados de los componentes. Mas atn, si tenemos
sistemas enumerados de 1 a n, donde el sistema 7 esté en el estado p;, el estado
conjunto del sistema total es p; ® po ® -+ - X p,,.

3.2.4. El operador densidad reducido

Uno de los usos mas interesantes del operador densidad es para describir subsistemas
de un sistema cuantico compuesto. Tal descripcion viene dada por el operador densidad
reducido.

Definiciéon 3.26. Sean A y B dos sistemas fisicos tales que su estado es descripto por el
operador densidad p4Z. El operador densidad reducido para A se define por

A

pt = trp(p"P)

donde trg es la traza parcial sobre el sistema B,y es un operador lineal definido por

trp(lai) (as| @ [b1)(ba|) = |a1)(az|tr(|b1)(b2]) = (ba|b1)]a1){az]

para todo |ay), |as) en el espacio de estados de A y |b1), |bs) en el espacio de estados de

B.

Ejemplos 3.27. Supongamos que tenemos un sistema cuantico en el estado p?? = p® o,
donde p es el operador densidad del sistema A y o el del sistema B. Entonces,

pt =trp(p@ o) = ptr(o) = p

Similarmente, p® = o.
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Un ejemplo menos trivial es el estado de Bell yo = 1/v2(]00) +|11)), que tiene el siguiente
operador densidad

_ (]00) + ]11)) (<ooy+<111) _|00)(00] + [11)¢00] 4 |00) {11] + [11)(11]
V2 V2 2

Haciendo la traza sobre el segundo qubit obtenemos el operador densidad del primer
qubit:
p! = tra(p)

tr2(]00)(00]) 4 tro(]11)¢00]) + tr2(|00)(11]) + tro(]11)(11])

2
tra(|0) (0] ® [0)(0[) + tra(|1){0] ® [1){0]) + tra(|0) (1] @ [0)(1]) + tra(|1){1] @ [1)(1])
2
(010)[0)€0[ + {0]1)[1) (0] + (1107 |0) (1] + (1[1)|1) 1]
2

10){0] + [1){1]
2

T2
Notar que este es un estado mixto, ya que tr(({/2)?) = 1/2 < 1. Es decir que al estar

enredados, por mas que el estado de dos qubits sea un estado puro, el primer qubit s6lo
esta en un estado mixto: es decir, un estado que no conocemos completamente.

3.2.4.1. Teleportaciéon cuantica y el operador densidad reducido

Podemos usar el operador densidad reducido para analizar el algoritmo de teleportacion.
Cuando presentamos el algoritmo de teleportacion (Seccion 1.6.2) dijimos que no contra-
dice la teoria de la relatividad (que entre otras cosas determina que nada puede viajar a
mayor velocidad que la luz, ni siquiera la informacion), ya que no hay trasmision de infor-
macion hasta que Alice no le envia (usando un canal clésico) el resultado de la medicion
a Bob. Podemos hacer esta afirmaciéon de manera mas rigurosa utilizando el operador
densidad reducido.

Antes de que Alice haga la medicién, el estado del sistema es

(100)(a]0) + 5[1)) + [01) (1) + 50)) + [10)(a]0) = A1) + [11)(a|1) = 5]0)))

DN | —

por lo que al medir los dos primeros qubits, se obtendra

|00) («|0) + B|1)) con probabilidad /4
|01)(«|1) + $|0)) con probabilidad 1/4
|10)(a|0) — B|1)) con probabilidad /4
|11)(«|1) — B|0)) con probabilidad 1/4



50 3.3. DESCOMPOSICION DE SCHMIDT

Por lo tanto, el operador densidad del sistema es

= 1(100){00](a]0) + B11)) (0] + (1]
HOLY01|(a1) + 810)) (e 1] + (0]
+110)(10](a]0) — 811))(a*{0] — (1)
I f(af1) - 810)) (e {1] - *(0])

Por lo tanto, si hacemos la traza parcial sobre el sistema de Alice, obtenemos que operador
densidad del sistema de Bob es

pP = %((alm + BI1)) (@ (0] + 5(1]) + (1) + 5]0)) (" (1] + 57(0])
+(@|0) = B[1)) (™ (0] = B(1]) + (a]1) = 5|0)) (" (1] = 57(0]))
_ 2(la? + [B)]0)40] + 2(Jaf* + |B]*)[1) (1

4
_ 0)40[ + [1)0]
2

I
2

Por lo tanto, el estado de Bob después de que Alice hizo la medicién, pero antes de que
Bob obtuvo el resultado de esa medicion es /2. Este estado no depende del estado |¢) que
se transmitio, y por lo tanto, cualquier mediciéon que haga Bob no contendra informacion
sobre |1), lo que previene que Alice use la teleportacion para enviar informacioén a mayor
velocidad que la luz.

3.3. Descomposicién de Schmidt

Teorema 3.28 (Descomposicion de Schmidt). Sea |¢) un estado puro de un sistema
compuesto AB. Entonces existen estados ortonormales |i4) en el sistema A y estados
ortogonales |ig) en el sistema B tal que

= 3" Aialin)

donde para todo i, \; € R] tales que > A2 =1. A los ); se los conoce como coeficientes
de Schmidt. O

Corolario 3.29. Sea |¢)) un estado puro de un sistema compuesto AB. Entonces

A=N"Nia)ial oy PP =) Nis)(isl
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Demostracion. Por el Teorema 3.28, [1) = >, A;|ia)|ig). Por lo tanto,

B = <Z )\i\iA>|iB>> (Z )‘j<jA’<jB|)

=Y " Nidlia)lis) (Gal (sl

ij

— Z)\i)\j(\z'A)UA] ® |ig)(jsl)

ij

Entonces

p* = trp(p? Z)\ Ajtrg(lia)(Gal®lip) (js]) = Z)\ Ai(iBlip)lia)(jal = Z)\ i) (il
i ij

Anélogamente, p® = > \2|ig)(ip|. O

00 01 11
Ejemplo 3.30. Sea |¢) = 00) +01) + | >

Primero debemos hallar la descomposicion de Schmidt de este estado, para luego obtener
los operadores densidad reducidos.
Llamamos A a la matriz de coeficientes de [¢):

1
A= ﬁuow +|0) (L] + 1) (1)

Buscamos los autovalores de AT A

ATA = \/‘(|O><O| + 1) (O] + [1){1]) —=(0) (0] + |0) (1] + [1){1])

\/_
_ §<|o><o| + [0) (1] + [1)(0] + 2[1)(1])

Vemos que det(ATA — Iz) = 2% — 2 + %, por lo tanto, los autovalores de AfA son

3+5 3—5
AL = 6 y Ao = 6
Sean v; = a1]0) 4+ £1]1) un autovalor de norma 1 asosiado a \;. Entonces
2
ATAI_Oé1+51|O> oy + /31| ) (3.2)
3 3
y por otro lado
3+56 3 + V5
)\1?]1 = Oé1|0> B1|1> (3 3)
Tomando (3.2) = (3.3), y ||v1]| = 1 tenemos
a1 + G 3+5 9
3 G o =
a +2 3+Vh, =
o T =2

3 6 =
o 151 =1 10
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B 2 g — [5+V5
V55 TV 10

Analogamente, sea va = a3|0) + [3|1) un autovector de norma 1 asociado a Ag, entonces

tomamos
/ 5-V5
V10
Avy Avg

Sean u; = T Y ur = Por la descomposicion de valores singulares de A, tenemos que
{uy,us} y {v1,v9} son bases ortonormales de C2 y A = UDV'T, donde U = u;]0) + uy|1),
D= vV )\1|00> + \/)\2|11> y V= 'Ul|0> + ’U2|1>.

Luego, para la descomposicion de Schmidt tomamos [14) = wuy, |24) = ug, |1g) = v1 ¥
|25) = vq, y como coeficientes de Schmidt 6, = /A1 y 03 = v/ Aa. Es decir,

Tomamos, por ejemplo,

[v) = 01|14)|1B) + 02|24)|2p)
Por lo tanto, por el Corolario 3.29,

pt = 01|1a)(1a + 62]24) (24]

7
Por lo tanto, tr((p*)?) = tr((61]14)(1a] 4 62|24)(24])%) = 01 + 65 = 9

3.4. Ejercicios

3.1. Calcular los autovalores de los operadores X, Z, H y CNOT, y dar un autovector
para cada uno.

3.2. De acuerdo al Teorema 3.8, y siguiendo el Ejemplo 3.7, el conjunto {5|1) — 5i|0) |
[ € C} es un subespacio vectorial de C?. Mostrar que esta afirmacion es cierta.

3.3. Dar un ejemplo de una medicién que no sea proyectiva en el espacio de estados de
un qubit. Dar los resultados posibles de la medicién sobre el estado |0).

3.4. Con los observables X y H, realizar una medicién sobre los siguientes estados:
a) |0) b) —[1) c) Y/val0) +1/va[1)

3.5. Dar el conjunto de valores de # para los cuales los siguientes pares de estados son

equivalentes:
a) 1/2(0) =V3/2|1) y €?(1/2|0) =V32[1)). ) [1)y Yva(l+) +€”]-))
b) 10) y €”|+) d) [1) y €’]0)

3.6. Completar la prueba de las propiedades de la traza de una matriz.
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3.7. Calcular la traza de las siguientes matrices:
a) |[+)(e™(0])
b) (1/2]0) — V3/2[1))(J5(0] — 5(1]).
¢) /va(0) (0] + 10) (1] + [1){0] — [1)(L]).

3.8. Probar el Teorema 3.14.
Ayuda: La desigualdad de Cauchy-Schwarz dice que [(|0)|* < (¥]){(¢p|¢), donde
la igualdad se da si y s6lo si |¢)) = A|p) para algin A € C.

3.9. Dar la matriz densidad de los siguientes conjuntos de estados.
+)); (3,110); (3, 410) — 1))}

0)); (3. @(0) + 8[1))}

,500); (%17501); (}17510); (%17511)}

3.10. Probar el Teorema 3.21.

=
~—
~
—~

3.11. Supongamos que no sabemos en cudl de los conjuntos de estados puros 3.9a y
3.9b (del ejercicio 3.9) se encuentra un sistema, y decidimos que el sistema tiene la
misma probabilidad de estar en cada uno de ellos. ;Cual es la matriz densidad de
esta configuracion?

3.12. Probar que para todo operador A, ATA es positivo.
3.13. Para cada una de las siguientes matrices

Ys 0 0 0

10 Y4 0 O (Y1 V3
PP=lo o0 ys 0 P2=\V3ls 3/
0 0 0 Ys

a) Probar que es positiva y su traza es 1.
b) Dar un conjunto de estados puros para el cual sea su matriz densidad.

3.14. Sea un sistema cuantico descripto por el conjunto de estados puros {(1/4,]0)); (3/4, |+))}
y otro sistema cuantico descripto por el conjunto {(3/4,|1)); (1/4,]—))}.

a) Dar la matriz densidad del sistema completo compuesto por ambos sistemas.

b) Utilizando el la medicion {]|00)(00[, |11)(11|,|01)(01], |10)(10|}, dar los posibles
resultados de la medicién con sus probabilidades y el estado final del sistema
en cada caso.

3.15. Para cada uno de los estados de Bell, dar el operador densidad reducido para cada
qubit.

3.16. Utilizar la traza parcial para determinar cuales de los siguientes estados estan en-
redados.
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3.4. EJERCICIOS

a) Y/va(|0+) +[1-))
b) Yva(l++) + |- -)
o) W+ H) +l+-)+1--)



Capitulo 4

Introduccion al lambda calculo y a la
teoria de tipos

La mayor parte del material de este capitulo ha sido
tomado y adaptado del libro de Dowek y Lévy [2011].

4.1. PCF no tipado

En lugar de comenzar con lambda calculo, veremos PCF (Programming language for
computable functions®). PCF se puede ver como una extension al lambda calculo con
algunas construcciones practicas como ntmeros naturales y el operador de punto fijo.
Dichas construcciones no son necesarias, ya que es posible codificar todas ellas en lambda
calculo, sin embargo, haran el razonamiento mas sencillo.

4.1.1. Primeras definiciones

» Dos construcciones de base:

e Construccion explicita de funciéon (sin nombre): A\x.t.

e Aplicacién de una funcién a un argumento: tu.
= Una constante para cada niimero natural.
®

» Operaciones: +, —, x, /%.

s Test a cero: t?u:v devuelve usites Oy vsites>0.

Observaciones.

PPCF es un lenguaje de programacion para funciones computables, basado en la logica de Scott para
funciones computables LCF [Plotkin, 1977].

®Dado que solo usamos naturales, consideraremos que n —m = 0 si m > n, y / representa la division
euclidiana (con resto), donde la division por 0 da error.

95
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= Todo es funcién: Una funcién tomando un argumento constante u otra funcion, es lo
mismo. Por ejemplo, la funcién que toma una funciéon y la compone consigo misma,
es

Mz f(fz)

» No existen funciones que tomen varios argumentos. Por ejemplo, f(z,y) = 22 + 2,
en PCF se escribe
AT Y.z X x+y Xy

F
F'3 es una funcién que espera un argumento para elevarlo al cuadrado y sumarle 9.

» La aplicacion asocia a la izquierda: F'34 = (F'3)4.

El punto (.) de la construccién A y los dos puntos (:) de la construcciéon ?: son
equivalentes a paréntesis de apertura que cierran lo mas a la derecha posible.

Ejemplo: Ax.(z7t:rs)u es Ax.((x?t:(rs))u).

Recursion

. Como escribiriamos la funcion factorial en PCFEF?

an.n?l:n x (Fact(n — 1))

?

“,

En PCF hay un simbolo (palabra clave) “u” que liga una variable en su argumento tal
que 1f.G es el punto fijo® de Mf.G.

wf.G = (A .G)(nf.G)

Por lo tanto,
Fact = puf - An.n?l:n x (f(n — 1))

i

-~

a
Ejemplo 4.1.

Fact 2 = (pf.G)2
= ((Mf.G)Fact)2
= (An.n?l:n x Fact(n — 1))2
=271:2x Fact 1
=2x Fact 1
=2x (uf.G)1
=2 X ((Af.G)Fact)1
=2 x (An.n?l:n X Fact(n —1))1
=2x171:1 x Fact 0
=2x1
=2

®2 es el punto fijo de f si y sélo si f(z) = x.
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Let

La construccion let no es necesaria, pero sera tutil mas adelante y por lo tanto también la
vamos a considerar:
let z =% inu

es equivalente a (Az.u)t.

4.1.2. Gramatica de PCF

Los términos validos de PCF los podemos describir con una gramética formal:
to=z | ettt |neN|t+t|t—t|txt|t/t
| t?7t:t | prt |letz=tint

PCF es Turing completo, es decir que todas las funciones de enteros computables son
programables en PCF.

4.1.3. Semantica operacional

La gramética nos dice qué términos podemos escribir sintacticamente. La semantica ope-
racional nos da el significado de los términos, al definir como operan.
Las siguientes reglas tienen la forma ¢t — u, y se lee “t reduce a u™

(A\r.u)t — ult/x] (6 reduccion)
PpOqg—n Sip©g=mn,con ®=+,—,%x0/
07t:u — t
17t:u — u

px.t — t{pw.t/x]
let x =t in u — ult/z]
También tendremos reglas de congruencia que permitiran reducir un término dentro de

otro:

t—u t—u t—u t—u t—u
tv — wv vt — vu Ax.t — A\z.u tOv—=udv VOt—=v0uU

Ejercicio: escribir las que faltan.

Observacion. La tercera regla, que permite reducir dentro de la funcién, corresponde a
la posibilidad de optimizar programas.

4.1.4. No terminaciéon
Ejemplos 4.2.
1. pr.x — zlpxr.a/z] = pr.x
2. Sin u: Q= (A\v.xx)A\v.xx) — za[Av.ax/z] = (A\v.ax)(Ar.az) =
Ejercicio:
(ufAx.fx)0

. Termina?
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Fix sin p

Y = Af.(Az.f(xzx))(A\x. f(zx))

Sea F' una funciéon cualquiera:
YF — (A\z.F(xx))(A\e.F(zz)) - F(YF)

iY F es el punto fijo de F'!

1wf.G — .G (uf.G)
—— =~
YF F YF

Ejercicio: escribir el factorial sin usar pu.

4.1.5. Captura de variables

Ejercicio: Reducir los siguientes términos
1. (Az.A\z.x)23
2. Az y.((\z.(z +y))z)54

Siy ¢ FV(u)
Siy e FV(u)

3. letz=41in
let f = Ay.y + 2 in | En las primeras versiones de Lisp, este
let z =5 in ejemplo daba 11 en lugar de 10.
16
Tenemos definir precisamente qué significa ¢[u/x]. Lo definimos por inducciéon sobre ¢.
xlu/z
u/x
(Ax.t)[u/z] = )wt
(Ay.t)[u/z] = Ay.t[u/x]
(Ay-)[u/x] = Az.t]z/y][u/x]
(to)[u/z] = t[U/I] [u/x]

nlu/x

[u/z] =
ylufz] =
[u/z] =
[u/z] =
[u/z] =
[u/z] =
[u/z] =
[u/z] = t[U/m] © v[u/z]
[u/x]
[u/z] =
[u/z] =
[u/z] =
[u/z] =
[u/z] =
[u/z] =

(tOv)
(t701:v9) [u/x] = t{u/x|?v1[u/x]  vefu/x]
(px.t)u/x] = px.t
(hy-t)[u/x] = py-tu/z]
(hy-t)[u/z] = pz.tlz/y)[u/z]
(let x =t inv)u/x] =let x = tju/z] in v
(let y =t inv)[u/z] = let y = t{u/z] in vju/x]
(let y =t inv)[u/z] = let y = tu/z] in v]z/y][u/x]

Siy ¢ FV(u)
Siy e FV(u)

Siy ¢ FV(u)
Siy e FV(u)
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Ejercicio: Definir, por induccion sobre t, FV(t).
Ejercicio: Definir, por induccién sobre t, BV (), es decir, el conjunto de variables ligadas
de t (“bounded variables”).

4.2. Estrategias de reduccion

4.2.1. Primeras definiciones

Definiciéon 4.3. Notamos —* al cierre reflexivo y transitivo de —. Es decir, si t —* u,
entonces, t = vy — V3 —> Vg — -+ — v, = u, con n > 0. Notamos —* al cierre transitivo
de —. Es decir, sit =>*u, t =v9g > vy - -+ = v, =u, conn > 1.

FEjemplo 4.4. (Az.x 4+ 2)1 —* 3 porque (Az.z +2)1 - 1+2 — 3.
También, (Az.x 4+ 2)1 =7 3, ya que (A\z.x 4+ 2)1 # 3.

Definicién 4.5.
1. Un término ¢ esta en forma normal si no existe u tal que t — wu.

2. Un término ¢ es normalizable (o tiene forma normal) si existe u en forma normal
tal que t —* u.

3. Un término t es fuertemente normalizable si no existe una secuencia infinita vg, vy,
... tal que t = v9g — v1 — .... Es decir, toda secuencia de reduccién comenzada
en t debe ser finita y terminar en un término en forma normal.

Definicién 4.6. Sea —p una relacion binaria, y —7} su cierre reflexivo y transitivo.

= —p satisface la propiedad del diamante sit —r vy yt —g Vs t
implica que v; —r u y vo — g u para algin u. / \
v v

1 2
u
» —p es Church-Rosser o confluente si —7% satisface la propiedad del diamante. Es
decir, si t =} v1 y t =% ve implica que v; =3 u y v2 —% u para algin u.

» —p tiene formas normales dnicas sit =5 v1 y t =% v, para términos en forma
normal vy y vs, implica v; = vs.

Lema 4.7.
1. Si — satisface la propiedad del diamante, entonces es Church-Rosser.
2. Si —g es Church-Rosser, entonces tiene formas normales tinicas.
Demostracion. Ejercicio.

Teorema 4.8. La relacion definida en la Seccion 4.1.3 (seméantica operacional de PCF)
es Church-Rosser. ]
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Ejemplo 4.9. (Az.(\y.z+y)2))3
« ~
(Az.x+2)3 (A\y,3 +y)2

™~ «
2+3

Pero esta propiedad, cuando hay términos que no terminan, no es suficiente. Por ejemplo:
Fact = pf - Ann?l:nx f(n—1) = pf.G

'

G

Entonces:

Fact 0= (uf.G)0
— (G[Fact/f])0

— (G[G[Fact/[1/11)0
— (G[G[G[Fact/ f]/ 11/ 11)0

— 20

Fact 0 tiene un tnico resultado, pero no cualquier camino llega a él.

Solucion (en este caso): cuando hay un ifz, reducir primero el ifz antes que sus ramas.
Esto, como veremos luego, es una estrategia.

Otro ejemplo:

C() = /\I,O
by = (ufAx.fz)0
Entonces,
by = (ufre.fz)0 = Ax.(uf e fr)x)0 — (pf e.fz)0 = b
b
Es decir,

b1—>b2—>bl—>bg—>"'

Por lo tanto, tenemos el siguiente diagrama:

Cobl — 0

A

C()bg Cobl Cobg — Cobl —

En Caml,

let rec f x = f x in
let g x =0 in
g (f 0)
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no termina nunca.
Mismo ejemplo en Java:

class Omega {
static int f (int x) {return f(x);}
static int g (int x) {return 0;}
static public void main (String [] args) {
System.out.println (g(£(0)));
}
}

La nocioén de estrategia de reduccion permite definir el orden en el cual se debe reducir
un término.

Definicién 4.10. Llamamos radical (en inglés redez) a un subtérmino de un término
que puede reducir.

4.2.2. Reducciéon débil

Ejemplo motivador:

(AMx+(4+5)3 —— 3+ (445 —— 3+9 —— 12

|

(Az.x+9)3

= La direccion — dice qué sucede cuando se ejecuta el programa.

» La direccion | comienza a ejecutar el programa antes de recibir los argumentos, es
decir, no ejecuta el programa sino que lo optimiza.

Definicion 4.11. Una estrategia de reduccion es débil si no reduce nunca el cuerpo de
una funcion, es decir, si no reduce bajo A.

Observacion. La estrategia débil no optimiza programa, los ejecuta. Sélo hace falta para

ésto eliminar la regla
t—u

Ax.t — Ar.u

4.2.3. Call-by-name

Cobs Coby Cobs Coby
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Definiciéon 4.12. La estrategia call-by-name reduce siempre el radical mas a la izquierda.
En caso de ser ademas débil, seréd el més a la izquierda que no esté debajo de un .

Teorema 4.13 (Estandarizacion). Si un término reduce a un término en forma normal,
entonces la estrategia call-by-name termina. O

Una ventaja de ésta estrategia es el teorema de estandarizacion. Otra ventaja es que si
tenemos, por ejemplo (Az,0)(Fact 10) no necesitamos calcular el factorial de 10. Por otro
lado, si tenemos (Az.z + z)(Fact 10), tendremos que calcular el factorial de 10 dos veces.
De todas maneras, la mayoria de los lenguajes que usan call-by-name usan alguna manera
de “compartir” informacion (por ejemplo, con punteros que dicen que (Ax.x + z)(Fact 10)
reduce a x + x, donde x es un puntero a Fact 10. A eso se le llama reduccion lazy.

Ejercicio: Escribir las reglas de reduccion y congruencia que implementan call-by-name.

4.2.4. Call-by-value

Definicion 4.14. A los términos ¢ de PCF tales que FV(t) = 0 y que t esté en forma
normal, se les llaman walores.

Definicion 4.15. La estrategia call-by-value consiste en evaluar siempre los argumentos
antes de pasarlos a la funcion. La idea es que

(Ax.t)v

reduce solo cuando v esté en forma normal (si la estrategia es débil, y soélo reducimos
términos cerrados, v es un valor).

En (Az.x 4+ z)(Fact 10) comenzamos por reducir el factorial, obtenemos 3628800 y recién
ahi lo pasamos a la funcién. De esa manera el factorial es calculado una vez.

Ejercicio: Escribir las reglas que implementan call-by-value.

Observacion. Un poco de pereza es necesaria: ifz siempre debe evaluar primero la condi-
cion, estemos en call-by-name o call-by-value.

4.3. PCF tipado

4.3.1. Introduccion

Ejemplos motivadores:
Arx+DIzx+2— Arox+2)+1
(Ar.x)?70:1 A
(Az.z)I\r.x — 1z
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iTodo es aplicable a todo! Sin restricciones. Sumar 1 a una funcién no tiene sentido. Hacer
un ifz sobre algo que no es un nimero o pasarle un argumento a un niimero, tampoco.
Idea: detectar este tipo de errores sintacticamente. Por ejemplo:

Az.x recive un argumento y devuelve lo mismo 1 es una constante

(Az.x)1 es una constante

Es decir, deducimos que no tiene sentido pasarle un argumento a (Az.z)1, ya que es una
constante, y lo dedujimos sin tener que ejecutar el programa.

En matematicas:

Funcién: Dominio — Codominio

~N S

Cualquier conjunto

Ejemplo:

f: Pares - N

fa) =3

. Esta bien definido f(3+ (4+1))? Hay que determinar si 3+ (4+ 1) pertenece al dominio,
es decir, si es par.

En general, determinar si un objeto cualquiera pertenece a un conjunto cualquiera es un
problema indecidible.

De todas maneras, § lo podemos calcular si 2 es un nimero (y no, por ejemplo, una
funcion), y poco importa si es par o no. Asi que vamos a restringir las clases de conjuntos
que se pueden utilizar como dominios. A estos conjuntos los llamamos tipos.

4.3.2. Gramatica de PCF tipado

Definiciéon 4.16. Los tipos de PCF los definimos inductivamente por:
= nat (es decir N) es un tipo.
= Si Ay B son tipos, A = B es un tipo que representa las funciones de A en B.

Teniendo tipos, tendremos que escribir de qué tipo son cada una de las variables. Como
s6lo nos vamos a interesar en términos sin variables libres (sélo los subtérminos tendran
variables libres), es suficiente con escribir el tipo cuando se liga la variable. Por ejemplo,
en lugar de Az.x la funcién identidad es una para cada tipo:

s \z : nat.z es la identidad sobre los naturales

» \z : nat = nat.z es la identidad sobre las funciones de naturales en naturales.



64 4.3. PCF TIPADO

En p y let también es necesario marcar el tipo de la variable ligada.

La gramatica de PCF tipado la definimos con una gramatica de tipos y una de términos,
de la siguiente manera:

Az=nat| A=A
to=x | e At|tt|n|toOt|t7t:t | pr: At|letx: A=tint

donde ® = +,—,x,/yn eN.

4.3.3. La relaciéon de tipado

Queremos definir inductivamente la relacion ¢ : A (es decir, el término ¢ tiene el tipo A).
Pero si hay variables libres en ¢, ;jcomo las tipo?®.
Por ejemplo:

Ax @ nat.yx

., Qué tipo tiene y? Claramente tiene que ser una funciéon de nat en algo, pero ;cémo
defino ese algo?

Contextos Un conterto nos da tipos para variables, entonces, en vez de decir A\x :
nat.yx : nat = nat, decimos, si y : nat = nat, entonces Ax : nat.yx : nat = nat. La
notacion que usamos es la siguiente:

y : nat = nat = Az : nat.yz : nat = nat
—_—

contexto

Genéricamente, queremos definir la relacion I' - t : A que asocia un término ¢ y un
contexto I' a un tipo A.

Definicion 4.17. La relacion de tipado I' ¢ : A se define inductivamente por:

F,Q::Al—x:Aa% Fl—n:nataxc

Lz AFt:B IFt:A=DB Tru:A_
TF\:At:A=B CFtu:B ‘
I'Ft:nat Fl—u:nat® 'Ft:nat THu:A FI—U:A.f

I'Ft®u: nat 'Ft?u:v: A It

F,x:Al—t:A’u x:AFt: B FI—U:AI

TFpur:At: A TFleta: A=uint: B '

Donde ® son cuatro reglas, una para cada operaciéon aritmética.

®Dijimos que sélo vamos a interesarnos por términos cerrados (sin variables libres), pero como busca-
mos una definicién inductiva, necesitamos poder tipar cada subtérmino, y un subtérmino de un término
sin variables libres, puede perfectamente tener variables libres.
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Ejemplo 4.18. Tipar Az : nat = nat.z((\y : nat.y + 2)3).
Sean A = x : nat = nat, y [' = A,y : nat. Entonces,

- ary, —————— aZT,
I'Fy:nat I'F2:nat
I'-y+2:nat +:>i ar
- A F Ay :nat.y + 2 : nat = nat AI—3:nat:>eC
Al z:nat=nat AI—()\y:nat.y—i—2)3:nat:>

e

A F z((Ay : nat.y + 2)3) : nat

=i
F Az : nat = nat.z((\y : nat.y + 2)3) : (nat = nat) = nat

Ejercicio 1: tipar factorial.
Ejercicio 2: tipar Ax : A.xx para algin A.

4.3.4. Correctitud

Si deducimos el tipo A para un término (usando la Definicion 4.17), o sea, sin ejecutar
el programa, y luego ejecutamos el programa obteniendo u, entonces queremos que el
término u tienga el mismo tipo, ya que la intencién fue desde el principio saber qué
tipo de resultado voy a tener al ejecutar un programa (un ndmero, una funcion, etc). El
teorema de subject reduction o de conservacion de tipos (Teorema 4.20) nos asegura eso
en el sistema que acabamos de definir. Para demostrar este teorema necesitaremos un
resultado previo (Lema 4.19).

Lema 4.19 (Substitucion). SiT,z: At wu: By ' t: A, entonces I' - ut/z] : B.
Demostracion. Procedemos por inducciéon estructural sobre w.

u==xz. Es decir que ',z : AF x : B, entonces B = A, y dado que z[t/z] = t, el caso
queda demostrado.

u=1y. Esdecirque I', x : AF y: B. Pero como = # y, se puede demostrar por induccion
en la relacion de tipado que I' F y : B. Dado que y[t/x] = vy, el caso queda
demostrado.

u=Ay:Cr. Es decir que I''/x : A+ Ay : Cr : B, por lo tanto B = C = Dy
[y :C,x: Ak r: D. Entonces, por hipotesis de induccion, I',y : C' Frt/z] : D,y
por la regla =;, I' = Ay : C.r[t/z] : B. Dado que Ay : C.rjt/z] = (A\y : C.r)[t/z], el
caso queda demostrado.

u=rs. Esdecir que 'z : AFrs: B. Entonces I';z: AFr:C=Byl,z:AFs:C,
y por hipotesis de induccion, I' - r[t/x] : C = By I' - s[t/x] : C. Por la regla =,
tenemos I' + r[t/z]s[t/x] : B. Notar que r[t/x]s[t/x] = (rs)[t/x], por lo que el caso
queda demostrado.

u=mn. Es decir que I'y;x : AF n : B, por lo tanto B = nat y I' F n : nat. Notar que
n[t/z] = n, por lo que el caso queda demostrado.
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u=r®s. Esdecir que ',z : AFr®s: B,y entonces B = nat y tenemos ',z : A -
r:naty [z : AF s: nat. Entonces, por hipotesis de induccion I' F r[t/x] : nat
y I' = s[t/x] : nat. Por lo tanto, por regla ®, I' - r[t/x] ® s[t/z] : nat. Dado que
rlt/x] © st/z] = (r © s)[t/x], el caso queda demostrado.

u=r?s:0. Esdecirque ',z : A+ r?s:0: B,yentonces ', x : A-r:nat,[';z: AFs: B
y I'yx : AF o: B. Por hipétesis de induccion, I' - r[t/z] : nat, ' s[t/x] : By
[' b o[t/x] : B. Entonces, por regla ifz, I' b r[t/x]?s[t/z] : o[t/x] : B. Dado que
r[t/x]|?s[t/x]:o[t/x] = (r?s:0)[t/z], el caso queda demostrado.

u=puy:Cr. Esdecir que I';x : AF puy: Cr : B, yentonces C = Byl',x: Ay:
B F r : B. Por hipotesis de induccion, ',y : B + r[t/x] : B. Entonces, por regla
w, ' py : Bur[t/z] : B. Dado que py : B.rt/x] = (uy : C.r)[t/z] el caso queda
demostrado.

u=lety:C=rins. Esdecir que 'z : AFlety: C =rins: B,y entonces I',y :
C,x:AFs:Byl,z: A r:C. Por hipotesis de induccion I'y : C' + s[t/x] : B
y I' - r[t/z] : C, y entonces por la regla let, I' F let y : C' = r[t/z] in s[t/x] : B.
Dado que lety : C' = r[t/x] in s[t/z] = (lety : C = rin s)[t/z], el caso queda
demostrado. ]

Con el lema anterior podemos demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.20 (Subject reduction). SiI'F¢: Ayt — u entonces I' - u : A.

Demostracion. Procedemos por inducciéon sobre la relacion —.

(Az : Bau)t — uft/z]. Entonces I' F (Az : Bau)t : A, por lo tanto ' F Az : Bau: B = A
yI'Ft: B, yentonces ',z : B+ u: A. Entonces, por el Lema 4.19, I' - u[t/x| : A.

p®qg—nsip®qg=mn. Entonces ' - p©®q: A, por lo tanto A = nat, y por la regla ax.,
I' - n: nat.

07t:u — t. Entonces I' - 07t:u: A, por loque I' -t : A.
17t:u — u. Entonces I' = 17¢:u : A, porlo que I' F u : A.

px.t — tpx.t/x]. Entonces T' - px.t © A, por lo tanto I',x : A F ¢t : A. Entonces, por
Lema 4.19, T' b t[ux.t/x] : A.

let z: B=tinu— ult/z]. Entonces 'Fletx: B=tinu: A, porloquelz: Bk u:
Ay I'Ft: B. Entonces, por Lema 4.19, I' - u[t/z] : A. O

El teorema de Tait, o teorema de normalizacion fuerte (Teorema 4.21) nos dice que todo
término tipado que no contenga a p, termina, independientemente de la estrategia de
reduccion elegida.

Teorema 4.21 (Normalizacion fuerte). Si I' - ¢ : A, y t no contiene a p, entonces t es
fuertemente normalizante. O

. Qué sucede con Q2 = (Azr.xzzx)(Az.xzx)? No es tipable. Es decir, no existe un tipo A tal

que - Q: A.

Ejercicio: Extender PCF con constructores para pares: (¢,u), mi(t,u) y ma(t,u). Dar la
gramatica, seméntica operacional y reglas de tipado.
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4.4. Inferencia de tipos simples

4.4.1. Introduccion

En muchos lenguajes el programador debe indicar el tipo de las variables. Por ejemplo
Az :nat.x + 1

Sin embargo, en este caso es un poco innecesario, ya que la operacion + sélo puede ocurrir
entre naturales, y por lo tanto era posible inferir que x debia ser de tipo nat.

Podemos entonces liberar al programador de escribir los tipos y escribir un algoritmo que
los infiera.

Estilo Curry. Escribimos variables sin tipos, como hicimos con PCF no tipado, y
definimos independientemente el lenguaje de tipos, como ya lo definimos.
Asi, en vez de = Az : nat.z 4+ 1 : nat = nat escribimos - Az.z 4+ 1 : nat = nat.

Gramatica

Az=nat| A=A
to=x| et |tt|n|toOt]|t?t:t | pxt|letx=tint

Reglas de tipado

F,x:Al—x:Aa% Fl—n:nataxC

I'x:A+t:B Ny 'tt:A=B T'tu:A
T'FXet:A=B ' C'~tu: B ‘

I'F¢:nat Fl—u:nat® I'Ft:nat 'Fwu: A Fl—v:Ai

'Ft®u:nat 'Ft?u:v: A fz
F,J::Al—t:A” Nz:AFt:B ThFu:A
TF pat: A TFlete=uint:B

Ahora, para el mismo término, podemos derivar diferentes tipos. Por ejemplo:

AT, ' - ax,
x :nathk x: nat . z : nat = nat F x : nat = nat =,

- Az.x:nat = nat F Az.x : (nat = nat) = (nat = nat)

podemos simplemente decir:
— _aw,
r: Xbtx: X
Flxtr: X=X

i
donde X es una variable en el sentido de que “desconocido”, o “cualquier tipo”.

Definicién 4.22. Notamos A(X) a un tipo cualquiera que contiene alguna variable X.
Notamos # a una substitucién de meta-variables por tipos.
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Ejemplo 4.23. Sea 6 = nat/ X, nat = nat/Y. Entonces,
0(X = Y) = nat = nat = nat
Teorema 4.24. Sikt: A(X), entonces F ¢ : §A(X) para cualquier substitucion 6.

Ejemplo 4.25. Como vimos anteriormente, = Ax.x : X = X. Por lo tanto, tomando
6 = nat/ X,
F Az.z : nat = nat

Tomando 6 = (nat = nat) = nat/X tenemos
F Az.xz : ((nat = nat) = nat) = ((nat = nat) = nat)

4.4.2. Algoritmo de Hindley

Supongamos que queremos tipar Af,2 + f1, entonces ponemos en el contexto f : X y
tenemos que llegar a f : X 24 f1:Y para algin X e Y. Dado que hay una suma,
tenemos que tipar f: X F2:naty f: X F f1:nat, y como la suma sélo puede ser nat,
sabemos que Y = nat. Por lo tanto tenemos f: X -2 :naty f: X F f1: nat. Entonces,
como es una aplicacion, tenemos que f : X F f: Z = naty f: X F 1: Z. Entonces
Z =nat y X = nat = nat. Por lo tanto:

ax, ax,
f :nat = natF f : nat = nat f:nat=nathk 1:nat

ax =,

f:nat=natF2:nat f:nat:>natl—f1:nat+
finat=nathk 2+ f1:nat Ny
- Af,2+ f1:nat = nat '

Es decir, que en este caso hay una tinica solucion.
Vamos a describir la primera parte del algoritmo inductivamente como una relacién
'Ft~ AT

entre un contexto I' y un término ¢, con un tipo A y un conjunto de ecuaciones 7.

Dx:AFx~ AN '+ n ~ nat, 0
Nx: ARt~ B, 1 '+t~ A7 I'Fu~ B,o
F'FXet~ A= BT 'Ftu~ X, 7UcU{A=B= X}
'tt~A71 I'Fu~ B,o

I'Ft®u~ nat,7Uo U{A = nat, B = nat}

'kt~ B,7 TFu~ Ao T'kFv~Cp

PEtu:v~ ArUocUpU{B =nat,A=C}

Ix: ARt~ B, T 'ru~C,1t I''e:BkFt~ Ao
' pxt~ B,TU{A = B} I'Fletz=uint~ A, tUcU{B=C}

Ejemplo 4.26.

(X nueva)

f:AFf~AD f:AF 1~ nat

f:AF2~mat,0  f:AF f1~ X, {A=nat= X}
f:AFE 24 f1~ nat,{A =nat = X nat = nat, X = nat}
FAf,2+ f1~ A= nat,{A = nat = X, nat = nat, X = nat}
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4.4.3. Algoritmo de unificacién de Robinson

La segunda parte consiste en resolver las ecuaciones sobre los tipos. El lenguaje de tipos no
tiene variables y esta formado por la constante nat y el simbolo = de dos argumentos. Para
resolver las ecuaciones utilizamos el algoritmo de unificacién de Robinson, que permite
resolver las ecuaciones de cualquier lenguaje sin variables ligadas.

Definicién 4.27. Sea ¢ una substitucion A;/X;, ..., A,/X,. Decimos que 6 es una so-
lucion del conjunto de ecuaciones 7 si para todo B = C' en 7, §B y 6C son idénticos.

Teorema 4.28. Si -t~ A, 7, entonces para toda solucion 6 de 7, -t : 6 A.
Mas general: si I' ¢t ~~ A, 7, entonces para toda solucién 6 de 7, 0I' =t : B A, donde 6T
es la substitucion en cada tipo que aparece en I'.

Algoritmo de unificacién de Robinson

= Si una ecuacion tiene forma A = B = C = D, reemplazarla por las ecuaciones
A=CyB=D.

= Si una ecuacion tiene la forma nat = nat, borrarla.
= Si una ecuacioén tiene la forma nat = A = B, o A = B = nat, responder error.
= Si una ecuacion tiene forma X = X, borrarla.

= Si una ecuacién tiene forma A = X, X = A y X aparece en A, pero A # X,
responder error.

= Si una ecuacion tiene forma A = X, X = A y X no aparece en A pero aparece en
otras ecuaciones ecuaciones, substituir X por A en todas las ecuaciones.

Si el algoritmo termina en error: en el sistema no habia solucion.

Si el algoritmo termina sin error, tendremos una lista de ecuaciones X; = Aq,..., X, =
A,, con X; distintas y Vij, X; ¢ A;. En ese caso, la substitucion 0 = A;/X;,..., A,/ X,
es una solucion.

En ese caso, 0 es “principal”’, en el sentido de que para toda otra soluciéon «, existe una
substitucion v tal que a = v o §. Decimos que # = mgu(7) (“most general unifier”).

Ejemplo 4.29. Continuando con el ejemplo anterior, teniamos
FAf,2+ f1~ A= nat,{A = nat = X, nat = nat, X = nat}

A=nat= X
nat = nat :{

X = nat

A=nat= X N A = nat = nat
X = nat X = nat

Solucion: [nat = nat/A, nat/X]. Por lo tanto,

FAf,2+ f1:(nat = nat) = nat
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4.5. Polimorfismo

4.5.1. Introducciéon

En la secciéon anterior vimos que el tipo principal de Az.x es X = X. Es decir, A\z.x tiene
tipo X = X para todo X. Podemos entonces atribuirle el tipo

VX.(X = X)

y agregar una regla segtn la cual si ¢ tiene tipo VX.A, entonces ¢ tiene tipo A[B/X] para
cualquier B.
A tales lenguajes se los llama polimdrficos.

Ejemplo 4.30. Usemos los algoritmos de Hindley y Robinson para inferir el tipo del
término let ¢ = Ax.x in 22:
i XFi~~X0 i: XFi~X0 a:ZFx~Z0
i XFii~»Y{X=X=Y} FtlXxax~Z=2Z10
Fleti=Xrxinii~~Y {X=X=Y,X=27=17}

El algoritmo de Robinson finalizara con error al leer la ecuacion X = X = Y.

Sin embargo, el término equivalente (Az.x)(Az.x) si puede ser tipado:

z: XFao~ X0 z:YFaz~Y, 0
FXx~X=X,0 FlXta~Y=Y,0
F(A\ra)(Arx) ~» Z{X=X=Y=Y)= 7}
X = Y=Y

X =7

Es decir, el término tiene tipo Y = Y para cualquier Y.

X:>X:(Y:>Y)=>Z:>{ }:>Y:>Y:Z

La diferencia entre el primer término y el segundo es que en el primero, 7 debe tener
el mismo tipo en ambas instancias, Z = Z para cualquier Z, en cambio en el segundo
ejemplo, cada funciéon identidad puede instanciar la Z de manera diferente.

Con un tipo V, podemos hacer que el i del let tenga tipo VX.(X = X) y cada ocurrencia
de 7 se instancie en un tipo diferente, haciendo que el término let ¢« = Axz.x in 72 pueda ser
tipado como YY.(Y = Y).

El ejemplo anterior no es un ejemplo aislado. Podriamos por ejemplo hacer una funcion
map para arboles, sea cual sea el tipo de los elementos en los arboles, lo que permite
reusabilidad de codigo y por lo tanto programas mas concisos.

4.5.2. Tipos polimoérficos

Podemos dar un tipo cuantificado a las variables ligadas por let, pero vamos a dejar tipos
simples para las variables ligadas por A y u, de otra manera, estd demostrado que no es
posible hacer inferencia de tipos.

Tenemos que distinguir tipos sin cuantificadores (los que llamaremos simplemente “tipos”)
de tipos cuantificados (que llamaremos “esquemas de tipos”).
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Definicion 4.31. Un esquema de tipo tiene forma V.X;...VX,.A, donde A es un tipo,
conn > 0.

Definimos entonces una gramatica a dos niveles: uno para tipos y otro para esquemas de
tipos:

A:=X|nat| A= A

a = [A] | VX.«

Si A es un tipo, [A] es un esquema de tipo formado por el tipo A donde ninguna variable
esta cuantificada.

Definicién 4.32. Ahora que tenemos variables y un ligador (V) en los tipos, extendemos
la definicion de variables libres (FV) para tipos:

FV(X) = {X }
FV(nat) =
(A = B) = FV(A) UFV(B)
FV([A]) = FV(4)
FV(VX.a) = FV(a) \ {X}
Los contextos ahora dan un esquema de tipo a cada variable de término.

Definiciéon 4.33. El sistema de tipos asocia contextos y términos con esquemas de tipos,
I'+t: «,y viene dado por

ax, = T
Cr:abz:a ['Fn: [nat]
[ya:[AlFt:[B] N I'Ft:[A= B Fl—u:[A]:>
THXet:[A=B] '+ tu: [B] ‘
['Ft: [nat] Fl—u:[nat]@ PkHt:[nat] ThHu:[A] THEuv:[A] "
'FtOu: [nat] I'Fttuv: [A "
F,x:[A]l—t:[A]lu F'Ht:« F,x:al—u:[A]l
['F pzt: [A] Chletz=tinu:[A] et
- Phtia CEt:vXa |
SIXENVT), frvxa I'Et:alA/X]

Observaciones.

= En la definicién anterior se atribuye un esquema de tipo a cada término, en par-
ticular a las variables. Las reglas p y A piden = : [A], es decir, un esquema sin
cuantificar. Solo let permite darle a la variable cualquier esquema.

= La condicion de la regla V; permite tipar, por ejemplo,

azx,

z: [X|Fx:[X]
FVzx: [X = X]
F Az VXX = X]
F Az.z : [nat = nat]

v

e
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pero impide algo como

TRt
rAXTF 2 VX [X]

Ejercicios: Tipar los siguientes términos con tipos polimorficos
1. Ar.x

2. leti=Az.xin 2

3. (AL ff)(Az.x)
4. (A\z.xx)(Ar.xx)
Teorema 4.34. Todo término tipado que no contenga a p, termina.

Observacion. Si permitimos V en A obtenemos “System F” de Girard [1972] y Reynolds
[1974], pero la tipabilidad es indecidible (teorema de Wells [1994]), es decir, no existe
algoritmo de inferencia.

Similarmente, ¥ en p hace el sistema indecidible (teorema de Kfoury, Tiuryn, y Urzyczyn
[1990]).

Por eso, dar polimorfismo sé6lo a let es un buen compromiso que permite reusabilidad de
codigo e inferencia de tipos.

4.6. Interpretacion

El programa que calcula el valor de un término se llama intérprete.

4.6.1. Interpretaciéon en CBN

Supongamos que queremos un programa que tome (Az.x X )4 y nos devuelva 16.

El programa debe reemplazar todas las x por 4 para obtener 4 x 4 puede ser muy costoso
en tiempo. Una alternativa es guardar x = 4 en una estructura anexa llamada contexto
y evaluar x X = en ese contexto.

En un contexto permitimos tener la misma variable varias veces, y se dara la prioridad a
la de més a la derecha.

Ejemplo 4.35. En el contexto x =3,y — 4,2 =5,z =8, x vale 5 y no 3.

Evaluamos términos con variables libres y cuando queremos evaluar la variable en si, la
buscamos en el contexto.

Si el término inicial es cerrado, cada vez que busquemos una variable, esta estara en el
contexto.

Si en el contexto encontramos = t, donde ¢ no es un valor, deberiamos encontrar también
el contexto en el que t fue evaluado.

Definicion 4.36 (Thunk). Un par (¢,I') formado por un término y un contexto de
evaluacion, se llama thunk.
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Definicion 4.37 (Cierre). Cuando queremos en cambio evaluar un término Az.t en un
contexto, el resultado no puede ser simplemente Az.t, tiene que ser t pero con t “cerrado”.
Introducimos para esto otro valor llamado cierre que se compone de un término Az.t y
un contexto I', y se nota (x,¢,T).

Definicion 4.38 (Relacion < en CBN). Vamos a definir la relacion I' F ¢ < v que se
lee “t se interpreta a v en I

I"Ft—w l'Ft—=n TTFu—m
D(A
F,xz@,I”),Al—x%vﬁgé (&) 'Fn—n F'Ftou—rp
'Ft—(z,t 1") TMoz=r)Ft v
I'F Xzt — (z,t,T) I'Ftr—wv

'Ft—=>0 I'Fr—w 'Ft—>n I'Es—ov g
Et?r:s—w F'Ftris—w Sin70
Ce=(r)Ft—wv o= (uxt,TYFt—wv
'Fletz=rint—w 'k pxt—wv

Ejemplo 4.39. (Leer de abajo hacia arriba)

F4—4 F4—4
r={4NrFrr—4 z=A40Fr—4
v x x> (x,x X z,0) r=(40)Fxxz—16

F(Az.x x )4 — 16

4.6.2. Interpretacion en CBV

En call-by-name es mas facil, ya que siempre se interpretan primero los argumentos, asi
que, por ejemplo, en lugar de

I"Ft—w
M= ({#I"), Az v v ¢ D(A)  tenemos

Lo mismo sucede con let. Asi que los contextos ligan variables con valores, no con thunks.
Sin embargo, la regla u pide substituir la variable por una expresiéon, no por un valor, y
si evaluamos esto antes de introducirlo al contexto, el célculo no termina.

z ¢ D(A)

Nr=v,AFz—=v

Por lo tanto el contexto contendra valores extendidos que son o bien valores o bien thunks
formados por un término px.t y un contexto.

Definicion 4.40 (Relacién — en CBV).

"' pyt —ov
D(A
F,x:v,Al—x%vxgéD(A) F,x:(ﬂy.t,F>’,Al—x<—>vx¢ (&)
'ct—=n I'Fu—m g _
I'tFn<—n F'ctou—=p Sinom=p
'tr—osw 't (,t 1) TMrz=wkt —v
I'F Azt — (z,t,T) I'Ftr—wv
't—=0 I'kr—w 'ct—=n I'kFs—uv q
'Ftlr:s—wv F'Etr:s—w Sin#0

l'tr—w Nrz=wkt—ov Dzr=(tl)Ft—=v
'Fletz=rint—wv 'k pxt—wv

SinGOm=p



74 4.7. SEMANTICA DENOTACIONAL

4.7. Semantica denotacional

4.7.1. Primeras definiciones
Sintaxis (o gramaética) : Como escribir los términos. Cuéles son validos y cudles no.
Semantica: Qué significan.

Ejemplo: “A perro un”. Sintacticamente correcto. Seménticamente incorrecto, ya que la
frase no significa nada.

Definicién 4.41 (Semantica). La semantica de un lenguaje es una relacion < que a
cada expresion le asocia algo que le da significado.

Semantica denotacional (en programas deterministas). Para cada programa p,
la relacion entre las entradas y las salidas de p es una funcién que escribimos [p]. La
relacion se define entonces como

pe—s < [ple=s
La pregunta es, obviamente, como definir [p]. (Lo veremos més adelante en esta seccion).
Semantica operacional a grandes pasos También llamada seméantica operacional a

grandes pasos o semantica natural. Consiste en dar una definiciéon inductiva de — que
nos relacione un término con su valor. Por ejemplo, el intérprete de la Seccion 4.6:

Az Ay.x +y)(Az.x)4)5 — 9

N

TV
Significado de esta expresién: 9

En ese ejemplo damos seméntica de acuerdo a lo que calcula.
Asi, si considero
A Ayz+y)4d5 vy Az yx+y)b4

puedo ver que los 3 programas tienen la misma semantica.

Semantica operacional a pequenos pasos También llamada seméntica por reescri-
tura. Consiste en definir < a partir de otra relacion — que describe las etapas elementales.
Ejemplo:

M. (zxz)+x)d—> (4x4)+4—16+4— 20

t—r < t=>"r y r irreducible

donde —* es la clausura reflexiva y transitiva de —.

La no terminacién. Un programa puede dar un resultado, producir un error o no
terminar. Los errores se pueden considerar como resultados particulares. Para expresar
programas que no terminan hay varias formas de expresar su seméantica:

La primera consiste en considerar que si ¢t no termina, entonces no existe r tal que t — r.
La segunda consiste en agregar un elemento particular L a los valores de salida y consi-
derar que si t no termina, entonces t < L.
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4.7.2. La semantica denotacional de PCF tipado

En general, en los lenguajes funcionales buscamos reducir la distancia que separa la nocion
de programa de la de funcién. Es decir, se busca reducir la distancia entre un programa
y su seméntica denotacional.

Interpretacion de los tipos. A cada tipo le asociamos un conjunto:

[nat] =N
[A= B] = [A] — [B]

donde A — B es el conjunto de funciones de A en B.

Interpretaciéon de los términos. A cada término ¢ de tipo A le asociamos un elemento
[t] del conjunto [A]. Si ¢ tiene variables libres, necesitamos dar una funcién que a cada
x : A en el contexto I', le asigne un elemento a € [A].

[z]o = 6(z)
[Az : At]o = Aa: [A].[t]o.2=a
[tr]o = [t]elr]e
[n]o =n
[t ©r]e=1[t]o® [rle
e {2
llet z: A=rintlo = [tlozp1,

Hasta ahi es trivial: un programa es una funciéon y su seméntica es la misma funcién.
Esta trivialidad es uno de los objetivos de los lenguajes funcionales.

Observaciones.

1. t/0 tirar error en PCF y no esta definida en matemética. Para que esta definicion
sea correcta hay que agregar un elemento error a cada conjunto [A] y adaptar la
definicion

error  sifr] =0

lt/r] = { [11/I7] il €N, [r] € N
2. Atn no dijimos como interpretar p.

La construcciéon p es la tnica donde la seméantica denotacional es interesante, porque es
la tinica que se aleja de matemaética, respecto a la definicion de funciones:

En matematica, contrariamente a PCF, s6lo podemos tomar un punto fijo si este existe
y si hay varios, jtenemos que especificar cual!

Ejemplo 4.42.

1. f(z) =z + 1 no tiene punto fijo. Pero en PCF pz : nat.z + 1 es valido.
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2. Af :nat = nat.\z : nat.(fz) + 1 tampoco tiene punto fijo. ..y basta con cmabiar el
primer A y tengo el u.

3. Ax : nat.x tiene infinitos puntos fijos.
4. pz : nat.z también.

Teorema 4.43. Si tomamos el punto fijo de una funciéon que no tiene punto fijo o que
tiene varios, el programa que obtenemos no termina.

Observacion. También existen programas con un sélo punto fijo y que no terminan en
PCF. Por ejemplo Az : nat.z + x.

Para comprender la semantica denotacional del punto fijo necesitamos comprender la
semantica de los términos que no terminan.

= La seméantica operacional a pequenos pasos no atribuye ningun resultado a estos
términos.

= La semantica operacional a grandes pasos tampoco, pero podemos completar la
relacion < agregando L tal que pz : nat.(z + 1) — L.

= En la seméntica denotacional la idea es hacer lo mismo: definir una funcién parcial
[-1 tal que [pz : nat.(z + 1)] no esté definido, y adjuntamos un valor L a [nat] tal
que

[px :nat.(z+1)] = L

Agregando el valor 1, cuando interpretamos, por ejemplo ¢ + r, comenzamos por inter-
pretar t y r y si alguno loopea, también lo hace ¢t + r. Entonces:

1 siftlo=Lo[r]e=L

Ht + r]]e — { [[t]]Q + IIT]]G si [[t]]97 [[T]]H cN

Ahora vemos que la funcion [Az : nat.z + 1] que no tenia punto fijo cuando [nat] = N, si
[nat] = NU L le podemos dar L como seméantica a ese término.
[Ax : nat.z] que tenia muchos puntos fijos, ahora tiene uno méas: L.

[Ax : nat.z + x] que tenia s6lo un punto fijo en 0, ahora tiene 2: 0y L, y el segundo es el
que queremos atribuirle como seméntica.

Definicion 4.44 (Orden de Scott). L es el elemento mas chico de cualquier conjunto
que lo contenga.

Definimos entonces [z : nat.t] como el punto fijo mas chico de [Ax : nat.t].
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Semantica denotacional completa de PCF (sin error)
[z]6 = 6(x)
Az : At]o = Aa : [A].[t]6.0=a
[tr]o = [t1olrTo

[[n]]e =n
[tor]e = { P[E]l]\;’ © [rle : Eﬂ]g, [7]s € N
[r]o si[t]o =0
[t7r:s]g = { [s]o si[t]o € N*

La sift]o= Lny A es el tipo del término
llet z: A=7rint]g = [t]o,o=[],
[px - Al = FIX(Aa : [A].[t]o.2=a)

donde FIX(f) es el minimo punto fijo de f.

Observacion. El minimo de [A] es L4 y el minimo de [A = B] = L5 que es la
funcion constante Lpj.

Teorema 4.45. Si I' - ¢t : A, entonces para toda valuaciéon 6 valida en I' se tiene
[t1o € [A].

Demostracion. Ejercicio (Ayuda: Induccion sobre la derivacion de I' ¢ @ A). ]

Teorema 4.46 (Soundness). Si'F¢: Ayt — r, entonces para toda valuacion 6 valida
en I se tiene [t]s = [r]o-

Demostracion. Ejercicio (Ayuda: Induccion sobre la relacion —). O

4.8. Ejercicios

4.1. jCuales de las siguientes expresiones son correctas en PCF segin la gramatica? En
caso de que alguna expresion no lo sea, explicar porqué, y en caso de que si lo sea,
explicar a qué corresponde (una funcién, una aplicacion, etc).

a) \xx g) A\r.yAz.z m) Ar.z?1:2

b) zyz(yx) h) vx(yz)(Aw.wy) n) (Ar.x —1)171:2
c) \r.yxz i) (A\ryz.xz(yz))uvw n) p?l:(Az.x)

d) A\r.x(A\y.z) J) prAy.y 0) (A\z.z)/0

e) Ty k) pxrdr.x p) 2/1

) (Az.yzx)zv ) pr.x q) Ax.t?r:su

4.2. Reducir las siguientes expresiones
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a) (Az.x)\r.x e) pry.y
b) (Ax\y.zy)\r.xy ) QAz.a? y.z:\y.y)0 1
c) Az y.zy)(Axr.zy)y g) (let x=0in z?Ay.z: \y.y)l
d) Az y.y(A\e.x)z)\e.xy h) let y = (Az.let y = x in yy) in yy
4.3. Dar la traza de (uf.An.n?l:n x (f(n —1)))3.
4.4. Escribir un programa en PCF que tome dos enteros n y p y calcule n?. Dar la traza
de 3! y 3%
4.5. Escribir un programa en PCF que tome un entero n y devulva 1 si es un ntamero
primo o 0 sino. Dar la traza de PRIMO 4 y PRIMO 3.
4.6. ;Cuales de las siguientes reducciones son correctas?
a) A\r.x — A\r.x ) L
xr.x xr.x
b) \v.x =" \z.x 9 +,u
c) \e.x =T Ar.x h) prw =" pr
' . i) (A\r.z)((A\y.t)u) — (Az.x)t cony ¢ FV(t)
d) Ax A y.z)tu —t _
7) (Az.z)((Ay.t)u) =* (A\x.z)t con y ¢ FV (t)
) DTADI ST () () —+ ()t con y ¢ FV (1)
. . . n
) g — pra z.x)((Ay.t)u x.x)t con y
4.7. Determinar todos los redexes de cada término.
a) (Az.x)((Az.x)A\z.2) c) 2—1?(A\z.x)2:1
b) AxAy.(A\z.z)x)ux.x d) Ae.(Ay.(Az.(Az.2)2)y)z
4.8. Dar todas las reducciones posibles de los siguientes términos.
a) (Az\y.yy)(pe.x) \e.x b) Ax.(Ay.(Az.(Aw.w)z)y)x
4.9. ;Cual de los siguientes tiene forma normal?
a) (Ar.x)(Az \y.z)(A\y.y)(Az.22))
b) (A\x.zx)(Ay.y)(Az.zx)
c) Az y.zyy)(Ay.y)(Az.zx)
4.10. Dar dos términos que cumplan:

a) Estan en forma normal.

)

b)

c¢) Normalizables pero no fuertemente normalizables.
)

d

No estan en forma normal pero son fuertemente normalizables.

No normalizables
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4.11. Demostrar que un término es cerrado (es decir, sin variables libres) y en forma
normal en una reducciéon débil si y solo si tiene la forma:

4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

Az.t, con FV(t) ={z} o FV(t) =0
neN
uv donde u y v son cerrados e irreducibles y u no es de la forma Ax.t.

u ® v donde u y v son cerrados e irreducibles y no ambos son constantes
numeéricas, ou € N, ® = / y v =0.

u?v : s, donde u es cerrado e irreducible y no es una constante numérica y
FV(v)=FV(s)=10.

;,Cuales son los términos cerrados y en forma normal en call-by-name? ;jy en call-
by-value?

Dar la traza de (Ax.z x x)(5 + 6) en call-by-name y en call-by-value.

Dar la traza de (Az.(Az,0)(z + z))(Fact 2) en

a)
b)

call-by-name fuerte c) call-by-value fuerte
call-by-name débil d) call-by-value débil

Dar la traza de (Az.Ay.(1 + ) + y)((Az.2 X 2)2) en

)
b)

call-by-name fuerte c) call-by-value fuerte
call-by-name débil d) call-by-value débil

Tipar los siguientes términos (si es posible).

Ax : nat.x

Az : nat = nat.z

Az : nat = nat.\y : nat = nat.zy

Az : nat = nat.\y : nat.zy

let  : nat = nat = Az : nat.x + 1 in 23

let « : nat = nat = Az : nat.x + 1 in z(\x.2)

pf: Adn: Bm: Com?l:n x fn(m—1)
para algin A, By C. ;De qué funcion se trata?

4.17. Extender PCF con booleanos true, false e if — then — else.

)
b)

Dar la gramatica, seméntica operacional y reglas de tipado.
Tipar:

1) if (Ax: Ax)true then 2 else 1, para algin A.

2) (Az : bool.if x then (Ax : nat.x) else 0)false
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3) Az : bool.if x then false else true
4.18. Extender PCF con constructores para pares: (t,u), m(t,u) y ma(t, u).

a) Dar la gramatica, semantica operacional y reglas de tipado.

b) Escribir una suma que reciba un par y otra que reciba dos argumentos, y
tiparlos.

¢) Definir una funcién curry que tome una funcién que espera un par, y dos
argumentos, y ejecute esa funciéon con esos argumentos y tiparla.

d) Definir una funcién uncurry que tome una funcién que espera dos argumentos
y un par, y ejecute esa funciéon con los elementos del par, y tiparla.

4.19. Extender PCF con constructores de listas de ntimeros:

nil (lista vacia)

cons tu (agregar el elemento ¢ a la lista u)

ifnil ¢ then w else v (if lista vacia)
hd ¢ (head)

tht (tail)

a) Dar la gramatica, semantica operacional y reglas de tipado.
b) Escribir una funcion sume los elementos de una lista de 4 elementos. Tiparla.

c¢) Tipar la funcion del item anterior aplicada a
cons 0(cons ((Ax : nat.x 4 1)2)(cons 2(cons 1 nil)))

y dar su traza de reduccion en CBN.

4.20. Dar el tipo principal, y todos los tipos, de los siguientes términos.

a) Ar.x ) pfAndm.m?l:n x fn(m —1)
b) (Az.x +1)2 g) A y.x(y+1)+2

c) A\x.\y.xy h) let x = Az.x in xx

d) letz =Ar.x+1in 23 i) (A\r.x)(Az.x)

e) let x = Az.x + 1in z(Ax.2) J) A\r.zx

4.21. Extender los algoritmos de Hindley y Robinson para la extension de PCF con
booleanos del ejercicio 4.17.

4.22. Extender los algoritmos de Hindley y Robinson para la extension de PCF con pares
del ejercicio 4.18.

4.23. Extender los algoritmos de Hindley y Robinson para la extension de PCF con listas
del ejercicio 4.19.
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4.24. Extender PCF con arboles binarios, extendiendo: la gramatica, la semantica opera-
cional, las reglas de tipado y el algoritmo de inferencia de tipos. Los constructores
deberian ser:

Ln : Una hoja con contenido n
Tntu : Un arbol binario, con subarboles t y v y n en su nodo
ifLeaf ¢ then u else v Testea si es una hoja
content ¢ : Contenido del nodo
left ¢ : Subarbol izquierdo (reduce a ¢ si es una hoja)

right ¢ : Subarbol derecho (reduce a ¢ si es una hoja)

4.25. En el caso general de un lenguaje sin variables ligadas, reemplazamos las primeras
tres reglas del algoritmo de Robinson por las siguientes dos:

= Si una ecuacién tiene la forma

f(U17'~-7Un):f(‘/i7~--7Vn>

reemplazarla por las ecuaciones Uy = Vi,..., U, =V,,.

» Si una ecuacién tiene la forma
fWy,....U) =g(Vi,..., V)

done f y g son simbolos distintos, devolver error.

a) En un lenguaje formado por un simbolo + que toma dos argumentos y las
constantes enteras:

1) ¢Tiene solucion la ecuacion (2+ (3+ X)) = (X + (Y +2))?
2) ;Tiene solucion la ecuacion X + 2 = 47

3) (Cual es la diferencia entre las dos ecuaciones anteriores y lo que apren-
dimos en la escuela?

b) Usar la seméantica operacional de PCF para definir otra nociéon de solucion que
coincida con lo que vimos en la escuela, y mostrar que X +2 = 4 tiene soluciéon
en ese caso.

4.26. Dar el tipo més general a cada uno de los términos del ejercicio 4.20.

4.27. Extender PCF polimorfico con listas, como en el ejercicio 4.19, s6lo que ahora
usaremos el tipo list con un tipo como argumento. Asi, escribimos list|nat] al tipo
de listas de naturales, list[nat = nat| al tipo de las listas de funciones de naturales
en naturales, y list[list[nat]] al tipo de las listas que como elementos tienen listas de
naturales.

Escribir la funcién map que toma una funciéon f y una lista, y aplica f a cada
elemento de la lista. Dar un tipo para map
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4.28.

4.29.

4.30.
4.31.
4.32.

4.33.
4.34.
4.35.

4.36.
4.37.

System F es un sistema de tipos polimoérfico mas general que el visto en clase.
En System F el polimorfismo puede aparecer en cualquier lugar, sin restricciones
(a excepcion de la restriccion de la introduccion del cuantificador universal, que
implide derivar el tipo V.X.X). En consecuencia, la inferencia se vuelve indecidible.

La gramatica de tipos de System F es la siguiente:
A:=X|nat| A= A|VX.A
a) Dar las reglas de tipado de System F'.
b) Dar los tipos mas generales, en System F, para los términos del punto 4.20.
Evaluar en el intérprete CBN las siguientes expresiones.

a

) (Az.x)0

b) (Az.Az.x)23

¢) (AxA\y.(Az.x + y)x)h4d

d) letz=4in (let f=(A\y.y+z)in (let y=>5in f6))

Extender el intérprete CBN para pares.
Extender el intérprete CBN para booleanos.

Evaluar en los intérprete CBN y CBV las siguientes expresiones.

a) (Az.x 4+ 2)((A\y.y)3)
b) Az.x +x)((ufdnn?l:n x f(n—1))2)
c) (\x.zx)(Az.zx)

Extender el intérprete CBV para pares.
Extender el intérprete CBV para booleanos.

Dar la semantica denotacional de los siguientes términos.

a) Az :nat,0 d) (Ax :nat,0)(px : nat.z)
b) px: nat.x e) Fact
c) Az :nat.(\y :naty)xr + 1 f) Fact 2

Sitle=0, [r]lo =0y [s]o = Ln, iquién es [t?r:s]qs?

Dar la seméantica operacional a grandes pasos, a pequenos pasos y la denotacional
a los siguientes términos:

a) Az :nat.z

b) Az :nat = nat.x

¢) Az :nat = nat.\y : nat.zy
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d) let x : nat = nat = Az : nat.z + 1 in 23
e) (Az:nat.ux : nat.x + 1)((Az : nat.z)2)
f) pf :nat = nat = nat.\n : nat.Am : nat.m?1l:n x fn(m —1)

4.38. Modificar la seméantica denotacional incluyendo el elemento error en todo conjunto,
con el fin de detectar la division por 0.

4.39. Extender la semantica denotacional con error, para PCF con pares.
4.40. Probar el Teorema 4.45.

4.41. Probar el Teorema de soundness (Theorema 4.46).
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Capitulo 5

Extensiones cuanticas al lambda calculo

5.1. Control clasico, datos cuanticos

El paradigma de control clasico y datos cuénticos se atribuye a Peter Selinger [2004], y
la idea es que en cualquier lenguaje de programacion cuantico, los datos (qubits), son
cuanticos, pero el flujo de control del programa sera clasico. Es decir, no se pueden su-
perponer programas, s6lo datos. La primer extension a lambda calculo en este paradigma
vino de la mano de Selinger y Valiron [2006], y es el calculo que vamos a estudiar en la
Seccion 5.1.1.

5.1.1. El calculo de Selinger y Valiron
Gramatica
La gramatica del célculo es la siguiente:
to=x | et |t |t7t:t]0| 1| new |meas| U | x| (t,t)]|let (z,y) =tint
Donde
= new mapea un bit clasico en un qubit.
= meas mapea un qubit en un bit clasico, a través de una medicién cuéntica.
= U es un cualquier matriz unitaria.

Las que siguen son notaciones practicas:

(t1,to, ... tn) = (t1, (t2, (..., tn)))
let z =rint= (A\x.t)r
Az, y).t = Az.(let (z,y) = z in t)

Programas
El estado de un programa se representa con una tripleta [q, ¢, t] donde

» ¢ es un vector normalizado de )., C?, para algin n > 0.

85
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» { es un término lambda.

» / es una funciéon de W en N=" donde FV(t) C W. A L se la llama funcién de
linkeado.

La funcién de linkeado linkea variables libres especificas de t a qubits especificos de q.
Ejemplo 5.1. La tripleta

[5100) + 1)) { = 2}, 3y Xa]

representa el programa que comienza con el estado de Bell Sy y al pasarle un argumento
cualquiera aplica la compuerta X (not) al segundo qubit, transformando dicho estado en
Bo1, pero aun no hemos dicho como reduce un programa para poder verificar esta tltima
afirmacion.

Notacion. Para simplificar la notacion, se usan p; para denotar las variables libres z
tal que ¢(x) = i. Es decir, p; es la variable que referencia al i-ésimo qubit. De esa manera,
un programa [q, ¢, t] es abreviado en [q, '], donde t' = t[pyu,)/21] - - . [Pe(en)/Tn)-

Ejemplo 5.2. La tripleta del ejemplo 5.1 se escribe abreviadamente como

[5100) + 1), A X

Observacion. El teorema de no clonado (ver Teorema 1.27) en este lenguaje es traducido
en que cada qubit cuantico no puede ser referenciado méas de una vez a través de la funcion
de linkeado. Sintacticamente esta restriccién se traduce en la condicion de linealidad: una
lambda abstraccion Ax.t se dice lineal si la variable x aparece exactamente una vez en t.
El sistema de tipos se encargara de que las variables linkeadas a través de la funcion £ se
usen linealmente, mientras al resto de las variables se permite una utilizacién no-lineal.

Semantica operacional: preliminares

Estrategia de reducciéon. Atun no hemos definido las reglas de reduccién, sin embargo,
veremos un ejemplo que ayuda a decidir la estrategia a utilizar.
Sea xor = Az.\y.z?(y70:1):y. Luego, definimos el siguiente término:

= (Az.xor xzx)(meas(H (new 0)))

Call-by-value. En call-by-value la reduccion es la siguiente

), t] —cBy [|0) (Ax.xorzx)(meas(Hpy))]

S [—2(|0 + [1)), (Az.xor xx)(meas p;)]

)
, (Az.xor zz)0]
(

, (Az.xor zx)1]
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Donde las dos ramas tienen probabilidad /2 cada una, por lo tanto, en call-by-value este
programa produce el valor booleano 0 con probabilidad 1.

Call-by-name. En call-by-name, en cambio, la reduccién es la siguiente:
[

[1),t] =cBn [|),xor (meas(H (new 0))) (meas(H (new 0)))] —=¢pn H

I

(No se detalla paso a paso ya que hay algunas sutilezas con la construccion 7: que atn
no hemos mencionado).
Entonces, en call-by-name este programa produce 0 o 1 con la misma probabilidad.

Sin estrategia. Si no se establece una estrategia, este término podria incluso reducir
a un término mal formado, por ejemplo:

[),t] —cBv []0), (Az.xorzx)(meas(Hp))]
1
V2
1

—CBN [\/5(|O> + 1)), xor (meas p;) (meas p;)]

—opy [—=(|0) + |1)), (A\z.xor xz)(meas p1)]

Ql

Notar que el ultimo término no es valido ya que contiene dos ocurrencias de py.
Conclusion: Se utiliza la estrategia call-by-value, ya que es la mas natural.

Reescritura probabilista. Como se vio en el ejemplo anterior, es necesario utilizar
un sistema de reescritura probabilista. Esto es, un sistema de reescritura donde algunos
términos pueden reducir en méas de una forma, cada una de ellas con una probabilidad
asociada. No nos detendremos mas a formalizar ésto, basta decir que todas las reglas de
reduccion tendran probabilidad 1, a excepcion de meas que tendra diferentes formas de
reducirlo con una probabilidad dada por el vector de estado cuantico del programa.

Por ejemplo,

[|0) + B1), meas p1] o2 [[0),0] y  [@]0) + 5[1), meas py] =52 [|1), 1]

donde t —, r se lee “t reduce a r con probabilidad p”.

Semantica operacional: formalizacion

Dado que se ha elegido una estrategia call-by-value, definimos los valores de la siguiente
manera:
vi=x|Axt|0|1]|meas|new | U |x*| (v,0)

El conjunto de estados de valores es V = {[q¢, ¢, v]}.
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Las reglas de reduccion se dan a continuacion, donde se ha utilizado la convencién para
simplificar la notacion sin la funcién de linkeado.

g, (Az.t)v] =1 [g, t[v/7]]
lq, 17t:7] —1 [q, ]
lq,07t:7] —1 [q, 7]

[0, U(pjss s p3)) =1 [ds (pjs -+, 23] (%)
[alqo) + Blai), meas pi] —ap2 [|g0), O] (%)
[algo) + Blar), meas pi] =52 [lq1), 1] (o)

[g; new 0] =1 [q ® |0}, 1] (o * )
g, new 1] =1 [g @ [1), ppt1] (% %)

[Q7 let (mlaxQ) (Ulva) in t] —1 [Q7 [Ul/xl][/U?/ab]]
Para las siguientes reglas, sea [q,t] —, [¢/,t']. Entonces:

[
g, tv] = [d', ']
[q, (¢, 7)) = [d, (¢, 7)]
(g, (v, )] = [d, (v, 1)]
[q, t7r:s] =, [¢, 78]
[q,let (x,y) =tinr] = [¢ let (z,y) =t in 7]
[q,let (x,y) =71 int] = [¢,let (x,y) =rint]

(¥) U es una compuerta cuantica de n-qubits y ¢’ es ¢ luego de aplicar la compuerta a
los qubits 71, ..., Jn-

(%) |qo) ¥ |q1) son qubits normalizados de la forma

o) =D esleg) @) @)y e =D agle) @ 1) @)

donde |¢%), |p1) € C*".

(xxx) ¢ € C*

Tipos

El sistema de tipos captura la nociéon de duplicabilidad, como se discutié anteriormente.
Se utiliza la notacion de la logica lineal de Girard [1987]. Un término de tipo A se asume no
duplicable, y a los términos duplicables se les asignara tipos de la forma !A. La gramatica
de los tipos se define como sigue:

Ai=a|X|A|A—oA|T|A®A

donde « es alguno de un conjunto de constantes y X es alguno de un conjunto de variables
de tipo.
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Escribimos " A en lugar de !!. . .!' A con n repeticiones de !, y A" para el producto tensorial
den As: AQ---® A.

En general, un valor de tipo !A podremos utilizarlo mas de una vez. Pero no hay ningan
problema si decimos que ese valor tiene también tipo A, y en ese caso debe usarse s6lo
una vez. Por lo tanto, se definen reglas de subtipado, que nos permitiran hacer que si un
término tiene un tipo, también tenga cualquier subtipo de éste.

a<:a (@) X< X (X) T<:T (T) !1144<<::£133 (D) :ﬁ i'g ()

Al < Bl AQ < B2 (®) A<:A B<: B (—o)
A1®A2<1B1®B2 Al—oB<:A—oDB

Que un programa [q, ¢, t] esté bien tipado, significa simplemente que t esté bien tipado,
por lo tanto, vamos a dar las reglas de tipos solo para t.
Para cada constante ¢ del lenguaje se asocia un tipo fijo A.:

Ap = bit  Apew = !(bit —o gbit)
Ay = bit Aneas = !(gbit — bit) Ay = !(gbit" —o gbit™)
A<:B A.<: B
Tz Are B %) Tro pcomst)
Ty IAFE:bit Ty !Abr: A FQ,!AI—S:A<_f)
[T ! AEE7r:s: A !
',/ Art: A—B FQ,!AI—T:A( )
T, Do, /Al tr: B wp
r: AA+t: B VIAJz: AFt: B

(A1)  SiFV(E)N|T| =0

(A2)

AFXxt:A—B "TIA R At 1" A — B)

Fl,'A}_t I!nAl F27!A|_7" Z!nAQ

DT AF (L) (A w4y 20 arzar (1)
D IAREI (A @ Ay) TolAjx:I"Apy 1"Ayr: A (®.)
[, Ty Al let (z,y)=tinr: A ©

Ejemplo: Teleportaciéon

La teleportacion fue presentada en la Seccién 1.6.2. Reproducimos el circuito aqui por
conveniencia.

)
0) —~{H -
|
0) ——4 )

Las lineas punteadas delimitan tres partes del circuito: la primera es la creacion del
estado de Bell By, y le llamaremos Bell. La segunda es las operaciones que realiza Alice,
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y llamaremos a esta parte del algoritmo Alice. Finalmente, la tercera es la que realiza
Bob, por lo que le llamaremos Bob. Los tipos de cada parte del programa seréan:

F Bell :I(T — (gbit ® gbit)
F Alice :!(gbit —o gbit —o bit ® bit)
 Bob :!(gbit —o bit ® bit —o gbit)

Esas funciones se definen por

Bell = Az. CNOT (H (new 0), new 0)
Alice = A\g1.\ga.(let (p,p") = CNOT (g1, q2) in (meas(H p), meas p'))
Bob = Ag.\(x,y).2?(y?ZX q: Zq): (y? X q:q)

Luego,
Telep = Ag.(let (p,p’) = Bell x in (Bob p' (Alice ¢ p)))

Ejercicios:
1. Dar la traza de [\/Li(|0> + [1)), Telep p1].

2. Dar términos para Deutsch y la codificacion superdensa, y tiparlos.

5.2. Control y datos cuanticos

Antes del calculo de Selinger y Valiron, y de la idea de control clasico y datos cuénticos,
hubo otras extensiones al lambda célculo. La mas notoria, quiza, es el calculo de van
Tonder [2004] del cual veremos algunos detalles en la Seccion 5.2.1. Sin embargo, luego
de la introduccion del paradigma de control clasico y datos cuénticos también hubo
desarrollos en el paradigma de control y datos cuénticos. En particular, dicho paradigma
puede ser méas apropiado para estudiar la computacion cuantica desde un punto de vista
logico a través del isomorfismo de Curry-Howard (ver [Sgrensen y Urzyczyn, 2006]). El
célculo lineal-algebraico (Lineal) de Arrighi y Dowek [2008, 2017] dio origen al estudio de
los lenguajes cuanticos a nivel de su seméantica operacional y lo veremos en la Secciéon 5.2.2,
asi como su version tipada, del trabajo de Arrighi, Diaz-Caro, y Valiron [2017]. Luego
veremos una modificacion a dicho céalculo, agregando mediciéon y un sistema de tipos
simples en la Seccion 5.2.3, donde se describe el paper de Diaz-Caro y Dowek [2017] y se
da una intuicion de su seméntica denotacional.

5.2.1. El calculo de van Tonder

Al igual que con el calculo de Selinger y Valiron, van Tonder también utiliza un sistema
de tipos lineal para evitar el clonado. Sin embargo, el calculo de van Tonder estudia
otra propiedad interesante: la reversibilidad. Efectivamente, la computacién cuantica,
excluyendo la medicion, es reversible, ya que las compuertas cuanticas son unitarias.
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Inicialmente van Tonder plantea una gramatica simple, con constantes para las operacio-
nes cuanticas

to=x|dxt|tt]c
c:=0|1|H|CNOT | X |Z]|...
donde, como puede observarse, no hay medicion.
La computacion reversible fue estudiada en los 70s, en particular, el trabajo de Bennett

[1973] mostré una manera simple de obtener reversibilidad: llevar un historial de los pasos
de reduccion. Por ejemplo, si tg — t; — to — ..., la reduccion reversible seria

(t()) — (t07t1> — (t07t17t2> — ...

Sin embargo, en el caso cuantico, no es tan directo. Supongamos que el estado inicial
viene dado por H aplicada al qubit |0), que van Tonder lo representa dentro de un ket
de la siguiente manera:

|(H 0))
Las reglas de reduccion para este término deberian ser tales que |(H 0)) reduzca a \/Li(|0> +

)y |(H1))a \%(|O) —11)). Sin embargo, estas reglas no son reversibles. Usando el truco
de Bennett podriamos tener

(H 0)) - %(!(H 0):0) + |(H 0); 1)) = |(H 0)) & %um 1)

En este ejemplo, el “historial” se factoriza a la izquierda y el término reducido queda a la
derecha. Sin embargo, consideremos el siguiente ejemplo:

(H (H 0)) — %(I(H (H 0)); (H 0)) + [(H (H 0));(H 1))

1
= SI(H (H 0))) ® (|[(H 0);0) +[(H 0);1) +[(H 1);0) — [(H 1);1))
Aqui el término reducido no puede ser factorizado: el registro quedo enredado con parte
del historial.
Pero en este ejemplo vemos que se estd guardando mas informacion de la necesaria. Con

guardar simplemente que subtérmino redujo y con qué operacion es suficiente. Retomando
el mismo ejemplo, tendriamos:

[(H (H 0))) = —=(I(_ (H _));(H ) +[(_ (H _));(H 1))

(L (H )@ (H )00 +I|(H _);1)+I[(H _);0) —|(H _);1))
_(H ) (H _)@l0)

Con estas ideas en mente se define el modelo computacional. El estado computacional se
toma como una superposiciéon cuantica de secuencias

hi;...;hp;t

donde hy;...;h, es llamado historial, y ¢ registro computacional.
No vamos a discutir el célculo de van Tonder en este curso, sélo estas observaciones y se
recomienda al interesado el paper [van Tonder, 2004].
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5.2.2. El lambda calculo lineal algebraico

El lambda célculo lineal algebraico (de ahora en mas, Lineal) sigue un paradigma di-
ferente a los dos vistos anteriormente: la idea es tener un lambda calculo puro, donde
no hay distincién entre datos y programas, y, por lo tanto, dado que los datos pueden
superponerse, también pueden hacerlo los programas.

Este calculo es un primer paso hacia un célculo cuéntico. En este primer paso el célculo
se centra en la nocién computacional de espacios vectoriales.

Gramatica

La gramatica del lenguaje incluye todos los términos de lambda calculo, y sus combina-
ciones lineales.

to=x| et |tr|0]at|t+t

donde o € C. Aqui, la constante 0 tiene un significado diferente a la de los calculos
anteriores: recordemos que Lineal no es un céalculo cuantico, sino un calculo vectorial, y
por lo tanto 0 representa simplemente al vector nulo.

Los valores de este calculo son las variables y las abstracciones, y los escribimos utilizando
la letra v.

Semantica operacional

Las reglas de reduccion son, ademés de la beta reducciéon, una versiéon orientada de los
axiomas de espacios vectoriales. La orientacion de cada regla ha sido elegida de manera
de obtener un calculo confluente.

La idea principal es que una abstraccion, sobre una combinaciéon lineal, se comporte
linealmente como lo hace una matriz sobre un vector. Asi,

(Ax.t)(cr + B.s) =" a.(Az.t)r + B.(Ax.t)s

De esa manera no se impone no clonado con una restriccion de logica lineal (ver el calculo
de Selinger y Valiron en la Seccion 5.1.1), sino que siempre que haya una superposicion,
la funciéon actuaré linealmente, y por lo tanto solo actuara en los vectores de base. Re-
cordemos que los vectores de base son clonables: por ejemplo, la compuerta CNOT clona
los qubits |0) y |1):

CNOT)00) = |00)
CNOT|10) = |11)

En cambio, la misma funcion aplicada a una superposicion, acttia de la siguiente manera:

CNOT(al0) + 8]1)) ® [0) = CNOT («|00) + 3[10))
= aCNOT|00) + BCNOT|10)
= «|00) + /5|11)

Notar que ese qubit difiere de («|0) + S|1)) ® (a|0) + B]1)).
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Por lo tanto el calculo debera ser call-by-value, ya que si el argumento reduce a una
superposicion, es necesario reducirlo antes de pasarlo a una abstraccion.

[-reduccion Reglas de factorizacion
(Ax.t)v — tfv/x] at+pt — (a+p).t
Reglas elementales at+t — (a+1).t
0t —0 t+t — 21
1t —t t+0 —0
a0 —0 Reglas de aplicacion
a.(8,0) — (ax )0 (t+7r)s —ts+rs
a.(t+r) — at+ar tir+s) —tr+ts

(t)r — a.tr
tar) — a.tr
0t —0
t0 —0
Sit — r entonces C[t] — C[r] para cualquier contexto C/[']

Ejemplo 5.3. Consideremos los términos true y false de Church, Az.Ay.x y Az.\y.y como
los qubits |0) y |[1). De esa manera podemos codificar el término ¢7r: s simplemente como
trs, ya que si t es |0), Az.\y.ars =* rysites |1), Az \y.yrs —* s.

La compuerta Hadamard podria ser codificada en Lineal de la siguiente manera:
H ( 1 (10) + 11)))( 1 (10) = 11)))
Tr =T\ — _— —
V2 V2

Sin embargo, de esta manera trivial no funciona, ya que los mecanismos utilizados para
no-clonado (las reglas de aplicacion), haran que el término reduzca de la siguiente manera:

H|0) = H\z.\y.x

= )\:B.)\y.x(%(m) + |1))( !

1 1
N E)\x./\y.x(m) + |1>)(E
— %(Az.ky.ﬂm + Az Ay.z|1))(

L %(Ay.]@ + Ay [1))(0) — 1))

(10) — 1))
(1) — 1))
L (o) — 1))

Sl

Sl

2

5 210) — 10) + 1) — 1)

*

—*0

El problema estéa en la linealidad. Lo que debemos hacer es que el encodaje del 7: detenga
la linealidad. Por ejemplo:

t?r:s = (t(Ax.r)(Az.s))(Ax.x)
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Para hacerlo més legible, usamos la siguiente notacion:

[t] = Azt con x ¢ FV(t)
t =t(A\z.x)

Y entonces, el encodaje del 7: es el siguiente:
t?r:s = {t[r][s]}

Por ejemplo, a la compuerta Hadamard la codificamos correctamente como

1 1

{Ha} = {2(Z(10) + NI 10) = )]}

2

Sl
Sl

Tipos

El sistema de tipos vectorial para Lineal [Arrighi, Diaz-Caro, y Valiron, 2017| propone
que los tipos lleven cuenta de las superposiciones en los términos. Asi, si el término ¢
tiene tipo A y el término r tiene tipo B, el término a.t + [.r tendré tipo a.A + 5.B.

Si consideramos T =X =Y = Xy F=X =Y =Y, el término %UO} + 1)) tendra

tipo \%(T + F). Notar que este tipo tiene norma 1, al igual que el término, y por lo
tanto, un tal tipo nos permite verificar facilmente la norma del vector que produce un

programa.

Dada la estrategia call-by-value, las variables s6lo pueden tener tipos no superpuestos,
los que llamamos unit types. Esta necesidad se comprende mejor con el siguiente ejemplo:
Supongamos que permitimos variables con tipos escalados, como «.V. Entonces, el tér-
mino Az.z + t podria tener tipo (a.V) = a.V 4+ U, con t de tipo U. Luego, tomemos un
término v de tipo V' y tenemos (Az.x + t)(a.v) de tipo a.V 4 U. Sin embargo

Az.x +t)(av) = a.(Arr+t)v = a.(v+1t) = av + adt

lo cual es problematico, ya que a.V + U no refleja esta superposicion.

Por el contrario, las variables de tipo no necesitan ser solo unit. Sin embargo, debemos
distinguir variables unit de las que no lo son, ya que sblo las variables unit pueden
aparecer a la izquierda de una flecha. Por ese motivo definimos dos tipos de variables:
las variables X', que sb6lo podran ser reemplazadas por tipos unit, y las variables X,
que pueden ser reemplazadas por cualquier tipo (escribimos simplemente X cuando nos
refiramos a cualquiera de las dos). El tipo X’ es unit, mientras el tipo X no lo es.

En particular, T =VAVY.X =Y = Xy F=VAVY.X =Y =Y. El tipo de H es

1
VX. ([E(TJrF)] = [

Donde [A] = (VX.X = X) = A.

1
E(T+F)]:>X) =X
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Gramatica de los tipos. Formalizando lo anterior, la gramatica de los tipos es la
siguiente:

A:=U]aA|A+A|X
Ui=X|U=A|VXU|VXU

Consideramos también las siguientes equivalencias entre tipos, la cual es una congruencia:

1.A = A aA+pBA = (a+p).A
a.(B.A) = (axp).A A+B = B+ A
aA+a.B = a(A+ B) A+(B+C) = (A+B)+C

Observacion. Por una cuestion técnica, la equivalencia A + 0.8 = A no es vélida, y por
lo tanto la propiedad de subject reduction es més débil, en el sentido de que si ' -1 : A
y t —, 1, s6lo se puede asegurar que I' - 7 : B donde si la regla por la cual se redujo ¢ a
r no es una regla de factorizacion, entonces B = A, en otro caso, A puede ser B + 0.C.
De todas maneras, obviaremos este detalle técnico en este apunte, y se refiere al lector a
[Arrighi, Diaz-Caro, y Valiron, 2017, §4.2| para mas detalles.

Reglas de tipado. Las reglas de tipado se detallan a continuacion. Usamos [T/ X] para
referir a [U/X] o [A/X].

Le:UkFt: A
FEXet:U= A

" 'Ft: A 0,

a =T
Nae:UkFx:U '0:0.A

Tht:Y" aVX.(U=A) Thr: " 8,.U[T/X]

n m E
I'tr: Zi:l Zj:l a; X [%AJT}/X]
THt:7"  oU; X ¢ FV(D) Dt o VXU,
THt:0", VXU RS SN A TV
ret:A , TEt:A Ter:B I't:A A=B _
TFat:aA TFt+r:A+B ! T-t:B -

Ejemplo 5.4 (Tipando Hadamard). Sean |0) = Az. A\y.x v |1) = Ax.\y.y. Es facil verificar
que

F10) : VXY.X = Y = X,
1) VXY X =Y = ).

Observacion. Usamos la notacion VXY.A para VX.VY.A.

También definimos las siguientes superposiciones:

1

(0+11) v =)= =70 = [1)

+) = :

Sl
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De la misma manera,definimos

B = %.((vxy.x =Y = X)+ (VAV.X =Y =),

1
5= S (VX SV = X) = (WYX > Y = ),
Es facil verificar que F [|+)] : [HB] y = [|—-)] : [E].
Para simplificar la notacion, tomamos A = [H] = [H] = [X]. Entonces

v AFz:A™ x: AE[|4)] : [H] N
x: Ak z[|+)]: [H = [X] x: AE[|-)]: [E] .
xﬂFWHWﬂ[]
v AF{z[[D][]}:X
Az {z[ D]} A=X
F Az {zf|[-H)][| )]} VX(B] = B = X]) = X

Vi

Ahora podemos aplicar Hadamard a un qubit para obtener el tipo correcto. Sea H =

Az ][ +H)][-)]}-
F10) :VAXY.X =Y =X

FHVX(H = 6 = [XD;‘X F|g>;vy.[aa};»y:»[ﬁﬂ]:]5
FH (E-B=>E) -8 " Fo BB
I—H|0>:BH

Un ejemplo aiin mas interesante es el siguiente. Sea

1
B = —=.([B = B = B) + (8 =B = B))
V2
Es decir, H; es B donde los forall han sido instanciados. Es facil verificar que - [+) : H;.
Entonces,
FH:VX(H=H=X)=X F[+):H
FH|+): 5. B+58

H=VX)Y.X - Y — X, podemos concluir

1 =5

Y dado que H +

o

x.
FHA) VAYX =Y = X

Notar que H|+) —* |0).

Ejercicio: Escribir el algoritmo de teleportacion en Lineal no tipado.

5.2.3. Tipando superposiciones y mediciones proyectivas

En esta seccion veremos un trabajo muy reciente (de hecho, atin no esta publicado ya que
en este momento esta en proceso de revision por pares), y por lo tanto lo que se presenta
aqui es sujeto a cambios. El paper es [Diaz-Caro y Dowek, 2017|.

El principal objetivo es agregar medicion a Lineal, el calculo presentado en la Sec-
cién 5.2.2. Como se mencioné anteriormente, para evitar el clonado se conocen dos téc-
nicas:
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(LL) Usar términos lineales en el sentido de la logica lineal, y entonces A\z.z ® z es un
término mal formado.

(AL) Usar un sistema de reescritura que defina las aplicaciones como aplicaciones lineales,
as{ \r.z ® x es permitido, pero al aplicarlo a «.|0) + f5.|1) producira «.|00) 4 5.|11)
y no (a.|0) + £.]1)) ® (a.|0) 4+ 5.]1)).

Sin embargo, definir aplicaciones lineales por medio de reescritura no funciona si el célculo
tiene medicién, ya que solo las compuertas cuénticas se comportan de esa manera. Por
ejemplo, digamos que tenemos un operador de mediciéon notado por 7, entonces

(Az.7x)(.|0) + 5.]1)) =" a.(Az.7x)|0) + 5.(Az.7w2)|1) =7 .]0) + 5.|1)

lo cual claramente es un error.

En este calculo se propone usar una combinaciéon de las dos técnicas, LL y AL, de esa
manera, una abstraccion podra tomar una superposicion, pero soélo en el caso de que la
trate linealmente, en el sentido de LL, en otro caso, la aplicaciéon s6lo podra comportarse
en el sentido de AL.

Claro que para eso, debemos distinguir términos superpuestos de términos que no lo
estan.

Gramaticas

La gramética de tipos se separa en dos niveles ya que este calculo es de primer orden (por
razones que luego discutiremos).

Uo=Q|S(¥) Tipos qubit
Az=0|U = A|S(A) Tipos

La gramatica de términos es la siguiente:
tu=ax | e Wttt |]0)[|1) | t+1t |t |Ogay|nt]?:

con o € C.
Utilizamos la notacion t?r: s para (7:)trs. El motivo de considerar a 7: como una funcion
es aprovechar la linealidad AL de las funciones, de esa manera,

(.|0) 4+ B.]1))7r:s =" a.|0)?r:s + B.|1)7r:s

Dentro de la gramatica de términos, distinguimos dos subgraméticas, la de los términos
de base:

bu=ux | x:U.t]|0)] 1)

y la de los valores, que son combinaciones lineales de términos de base:

vi=blv+v]|av]| gy
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Tipos

Dado que la semantica operacional de una aplicacion sera diferente si el argumento es
una superposicion o no, y esa informacion la sabremos utilizando los tipos, debemos dar
primero los tipos, y luego la seméntica operacional dependiente de ellos.

La logica de los tipos es que marcamos con una S a las superposiciones, de la misma
manera que en logica lineal se marca con ! a los términos que pueden ser duplicados.
En realidad, nuestras superposiciones son exactamente los términos que no pueden ser
copiados, y por ese motivo no utilizamos notacion de logica lineal.

Naturalmente existe un subtipado: si un término no es una superposicion, es decir, puede
ser copiado, también puede ser tratado como una superposiciéon y por lo tanto no ser
copiado. Es decir, Q < S(Q).

Formalmente, la relaciéon < es un preorden definido por

= A< S(A)

» S(S(A)) =2 S(A)

= Si A < B, entonces

o U= A<VY =B
e S(A) X S(B)

Observacion. Notar que con esta definicion, S(S(A)) = S(A).
El sistema de tipos se define a continuacién:

- —_— S ax
2 UFz: v = 0ga) : S(A) F10): Q .

F1):Q

'¢t: A ga 't A Al—u:AS+ I'=t:5Q)

T'kat:SA) ™! C,AF (t4u): S(A) 7F F'Ext:Q S

Fl—tiA(AjB)_< f e UHEt: A
T¢t:B - F?2.:0=Q=0Q0=0Q" T A :Ut:0= A

1

Ft:¥=A Aru:w _,  IEE:ST=4) AFu:S(W)

= ES
FAFtu: A I'VAF tu: S(A)

F'Ft: A W INe:Quy:QFt: A
Fz:QkFt: A D,z QF (z/y)t: A
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Semantica operacional

Reglas beta Axiomas de espacios vectoriales
Si b tiene tipo Q, entonces (Oscay +1) —)t (neutral)
Az : Q)b — (b/x)t (Bp) 1Lt —ut (unit)
Si u tiene tipo S(¥), entonces Si t tiene tipo A, entonces
()\[E : S(\I’) t)u —(1) (u/x)t (ﬁn) 0.t —(1) 6S(A) (zeroa)
If-then-else . 55(A) — ) 63( ) (zero)
v —q) u (if1) a.(B.t) —q (axp).t (prod)
0)?u:v —ay v (ifo) a.(t+u) —q) (et +ou) (adist)
Linear distribution (at+pt) —q) (a+P)t (fact)
Si t tiene tipo Q = A, entonces (at+1t) —@ (a+1)1 (fact?)
tlu+v) —q) (tu+to) (lin)) (t+t) —q) 2t (fact?)
Si t tiene tipo Q = A then Modulo AC
tlau) — ) a.tu (lin®) (u+v) =ac (v+u) (comm)
Si ¢ tiene tipo Q = A, entonces (u+v)+w) =ac (u+ (v+w)) (assoc)
t0s@@ —q) Os(a (lin%) Proyecciéon
(t+upv —qy (tv+ wv)(lin]") n
) (at)u — a.tu (linf) W(Z[ai.]bi) _><anak‘\zl2> i (proj)
Os=at —>) Osay  (linf) | = o

donde, en la regla (proj),

u VZ, bl = ‘O> (¢} bl = ‘1),

» > " a;.b; es normal (y por lo tanto 1 <n < 2),

» si un oy, estd ausente, |ag)* =1,y

n 1< k<n.
Primer orden. El motivo de utilizar primer orden es que en este calculo hemos mez-
clado los dos enfoques precedentes: LL y AL, y por lo tanto ahora es posible construir
una maquina de clonado si se permite alto orden. El truco es esconder dentro de una
abstraccion una superposicion, por ejemplo Az : Q.a.|0) + 3.]1). Este es un término du-
plicable, y no hay problema en ello (no es una superposicion, es un programa que produce
una). Sin embargo, dado que ahora tenemos términos LL, podriamos también producir
Ay S(Q). Az : Q.y, el cual nos permite generar superposiciones duplicables. La soluciéon

es impedir tomar una abstraccion como argumento, y por lo tanto este término no podra
ser duplicado.

Multiple qubits: productos tensoriales

Consideremos el siguiente ejemplo:

10) @ (|0) + [1)) — |00) + |01) (5.1)
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El primer término podria ser tipado con Q ® S(Q), en cambio el segundo deberia ser
tipado con S(Q ® Q). Naturalmente el subipado va en sentido contrario al necesario:
Q®SQ) X S(Q®Q), y por lo tanto este ejemplo rompe la propiedad de preservacion
de tipos.

Es normal, en matemética, que al desarrollar un término perdamos informacién. Por
ejemplo, (z — 1)(z — 2) = 2? — 3z + 2. La informacién del término izquierdo, que da
sus rafces y una factorizacion, es perdida al desplegar el término. Por este motivo, no
permitimos la reduccion (5.1). En cambio, para poder realizar esa reduccion, se debe
castear el término, y entonces el tipo es preservado:

M3eestan 10) @ (10) + [1)) — [00) +|01)
Las gramaéticas entonces se actualizan de la siguiente manera:

Qu=Qle®Q
Ue=Q | SV | vV
A=V |U=A|S5A)|A®A

to=a | Ae Wt |tt]|0)|[1)|t+t]at]|0guy]|mt]?:
|t®t | head t | tail t |55 t

A la gramatica de los tipos simplemente se le agrego el producto tensorial.

A la gramatica de los términos se le cambié 7 por 7}, que es representa la medicién de
los primeros j qubits. Ademés, se agrego el producto tensorial con formato de lista.

Para las reglas de tipado, primero definimos el tipo Q2, donde S es un conjunto de
nimeros menores que n, de la siguiente manera:

Definicién 5.5. Sea S C {1,--- ,n}. Definimos Q? inductivamente por:

QS—{A§1®@ singsS
" Ani{ln} ®S(Q) sinesS
A5, 2QeQ sin¢S
AMY 9 9@ eQ sines
AS  @Q®S(B singS
‘ﬁ®5@%:{£ﬁ@®ﬂQ;$ ﬁniS
Ad® B=B

ﬁ@@—{

donde B es cualquier tipo.

Es decir,Q? es el tensor de n qubits donde aquellos indexados por S son superpuestos
con el tipo més general. Por ejemplo, ng} =5Q®Q)®Qyno S(Q)®SQ) Q.
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Ejemplo 5.6.
{1,2,4} {4,5}

5
_ Ai1,2,4} %0

5
= A" ® S(Q)

=AM 2 5Q) 2 Q = A2 S(Q®Q)

=AM 2Qe5Q) eQ = Al®Q®SQeQ)

=AY 25020 SQ) 2 Q —A'20Q02Q®S(QeQ)
=Al2SQ2QeQe5QeQ =A202Q02Q0®S5(Q®Q)
=5Q®Q)®Q®sSQ) ®Q =QeQeQ®S(Q®Q)

Actualizamos el subtipado para productos tensoriales:
» A< S(A)
= 5(5(4)) 2 5(4)
s [f A< B, then
e V= A<VU=2H
e A(C=<B®C
e S(A) X S(B)
e CRA=C®B
Las reglas de tipado se actualizan como sigue:

am6

2 Uz 0™ - Os(a) : S(A)

=10):Q

CLI|0>

Lt:Q°

Fl_tA S?

I'Ft: A AFu: A g+
I'Fat:S(A) !

T, AF (t+u): S(A)

l“l—t:A(AjB)<
't:B —

P?::Q=>Q:>Q:>Qif

F'Et:S(U=A)

e VEt: A
Xz vVt:v=A
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AFu:S(W)
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=ES
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r Hﬁgg; t:S(A) r Hrﬁgg t:S(A) A I—ﬂggg; r:S(A)

"
I 52 ot - 5(A) DAFSE () S@A)
Finalmente, las reglas de reducciéon son las siguientes:
Reglas beta Listas e if-then-else
Si b tiene tipo @, entonces Si v # u® u, entonces
Az :Qt)b —q) (b/x)t (Bp) | head (v®@t) —qyv (head)
Si u tiene tipo U, entonces Si h # u ® v, entonces
Az U thu  —y (u/x)t (Bn)| tail (v®t) —ayt (tail)
Axiomas de e.v. 11)?u:v —qy u (if1)
(65(A) + t) —( ) (neutral) |0>7UU — (1) v (Ifo)
1Lt —qyt (unit) Linear distribution
Si t tiene tipo A, entonces Si t tiene tipo (Q = A, entonces
0.t — 1) Os(a) (zero,) tu+v) —q (tu+to) (linf)
. 05( A ) 65(,4) (zero) | Si t tiene tipo @) = A, entonces
a.(B.t) — ) (axpB).t (prod) tlaw) — ) atu (lin®)
a.(t+u) —q) (et +au) (adist)| Sit tiene tipo @ = A, entonces
(.t + f.1) —) (a+ B).t (fact) tﬁS(Q) —) OS(A) (|In )
(t+t) —@ (a+1)t (fact?) (t+u)v —q (tv+wo) (linf)
(t+t) —q) 2t (fact?) (t)u —q) ot (lin®)
Modulo AC 65(Q2>A)t (1) OS(A) (I|n )
(u+v) =ac (v+u) (comm)
(u+v)+w) =ac (u+ (v+w)) (assoc)
Casteos
) (90— (5500, (o u) 15050, (o w) (dst)
sBss(a) (u®(r+s)) —ql s(Bes(a) (u®T) + Msiposiay (u® s)) (d'_5t| )
s(scaes (1) @ u) —>(1) a. Moscnes (1@ u) (dist®)
ﬂg(ggsm)) (u® (ar)) —ra) o ﬂiﬁggﬁfm (u®r) (dist}")
stscven (Osc) @ u) —q) Osasn) (dist?)
ety (u®0s) —) Ospea (disty)
o O (tu) o) (SO A w) (dist)
M (out) —) a5t (dist?)
seces (b1 ®bs) —r) b @ by (neut])
staostey (b1 ®bs) —(1) b @ by (neut")
Projection
Wj(;[ai-](bli ® -+ ® b)) p)® bhk ®g}; (\/7) (bjs1i ® -+ - @ i) (proj)

donde
= p=iep(IM/Siy i),
= j<m, k<n,
» Vi <n, Yh <m, by =10) o by = |1),

= si un q; estd ausente, se toma como 1,
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n > 0] (b ® - -+ ® byy;) esta en forma normal (por lo tanto, 1 <n < 2™),y

» PCN=" tal que Vi € P, Vh < j, bpi = bug.

Algoritmo de Deutsch

La compuerta Hadamard puede ser implementada de la siguiente manera:
H=Az:Q.1/va.(|0) + (z7(=[1)):1)))

Notar que la variable es un tipo de base, y por lo tanto, si H se aplica a una superposicion,
por ejemplo (a.|0) + S.|1)), reduce de la siguiente manera:
(lind)

H(a.[0) + 5.]1)) —Fa) (Ha.|0) + HB.|1)) ('—a>)(21) (a.H|0) + B.H|1))

y por lo tanto, finalmente se aplica a términos de base.
Definimos H; como la funcién que toma dos qubits y aplica H al primero:

Hi =Xz : Q®Q ((H (head z)) ® (tail z))
Similarmente, Hy,, aplica H a ambosqubits:
Hpoth = Az : Q® Q ((H (head z)) @ (H (tail x)))

El oraculo Uy esta definido por:

Uslzy) = |,y © f(x))

donde @ es la suma modulo 2. Para implementarlo, necesitamos la compuerta not, la que
puede ser implementada como sigue:

not = Az : Q (z7?]0):|1))
Entonces, Uy es:

Ur=Xz:Q®Q ((head =) @ ((tail z)?(not (f (head x))):(f (head x))))

donde f es una funcién dada de tipo Q = Q.
Finalmente, el algoritmo de Deutsch combina todas las definiciones previas:

Deutsch; = 7 ( ?E?‘?@%@ Hy (U ﬂggggg)@)) iﬁg%fgs’i@» Hiorm (10) ©11))))

Los casteos luego de las compuertas Hadamard se necesitan para desarrollar el término
por completo para luego poder pasarlo a una abstraccion que espera términos de base.
El término Deutsch se tipa como sigue:

- Deutschy : Q ® S(Q)
Este término, en la funcién identidad, reduce ast:

Deutschig — ;) m (1/v2.|10) — Yva[11)) =250, [1) ® (Y/v2.|0) — Y/va[1))
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Teleportation algorithm En el ejemplo precedente la aplicacion de la medicion tenia
s6lo un resultado posible: el primer qubit ya estaba en un estado de base antes de medirlo.
Por lo tanto, introducimos un ejemplo un poco mas complejo, la teleportacion, donde la
medicion es usada como un operador que cambia el estado.

La compuerta cnot la implementamos como sigue:

cnot = Az : Q® Q ((head x) ® ((head x)?(not (tail z)): (tail x)))
Definimos H? que aplica H al primer qubit en un sistema de tres qubits:
H} =X2: Q®Q®Q ((H (head z)) ® (tail z))

Notar que la tnica diferencia con H es el tipo de la variable. También, necesitamos aplicar
cnot a los dos primeros qubits de un sistema de tres qubits, por lo que definimos cnot3,:

A2 Q®Q®Q ((cnot (head = ® (head tail z))) ® (tail tail x))
La compuerta Z se implementa de manera similar a not:
Z =X :Q (z7(=[1)):10))
A la parte de Alice la definimos asi:

Alice = \z S(@) ® S(Q@ @) (7‘(‘2( S(QRQU®Q) H? (cnoti’2(ﬂS(Q®Q®Q) S(Q®S(QRQ)) x))))

S(S(Q®QeQ) S(QeS(QeQ)) I S(S(Q)®@S(QeQ))

Notar que antes de pasar a cnot?, el parametro de tipo S(Q) ® S(Q ® Q), necesitamos
desarrollar el término por completo usando dos casteos, y de nuevo luego de la compuerta
Hadamard.

El lado de Bob del algoritmo aplicaréa ciertas compuertas basado en los bits que reciba
de Alice. Por lo tanto, para cualquier - U : Q = S(Q) o - U : Q = Q, definimos U®
como la funcién que aplica U o no dependiendo del bit b:

U® = (A\z: Q Ay : Q (27Uy:y)) b
Bob se implementa como sigue:
Bob=\z: Q® Q® Q (Ztead @) (notlhead tail ) (tai] tail )))
El estado de Bell lo definimos directamente:
Boo = (Y/v2.|00) + Y/v2.|11))
Finalmente, la teleportaciéon se define por:
Telep = Aq : S(Q) (Bob(1h5(aaoeste) Alice (¢ ® fuo)))

Este tipo tiene el tipo esperado S(Q) = S(Q), y aplicado a cualquier superposicion
(c.]0) + B.]1)) reduce, como es de esperarse, a (a.|0) + (.|1)).
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